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PREDGOVOR

Ova skripta je name�ena studentima B smera Fiziqkog Fakulteta u Beogradu koji
poha�aju kurs Kvantna mehanika 1 i 2. U �oj su sakup	eni i rexeni svi zadaci
ra�eni na ve�bama 2012/2013 godine, sa jox par nerexenih zadataka iz skoro svake
oblasti koji su predvi�eni za samostalan rad. Tako�e, u Glavi 3 se nalaze zadaci sa
rokova koji su dobar materijal za pripremu ispita. U u
beniku prof. Dam�anovi�a
se nalaze samo zadaci va�ni za razvija�e teorije, dok su ovi zadaci druge namene:
upotpu�ava�e zna�a i ovladava�e osnovnim kvantno mehaniqkim tehnikama. Kako
obra�uje iste teme kao i teorija i na taj naqin prati profesorova predava�a, ovu
skriptu mo�ete smatrati sastavnim materijalom dotiqnih kurseva.

5.6.2013, M.M.

U odnosu na prethodnu verziju skripta je malo preure�ena. U glavi 1 se sada
nalaze sve teme koje �e biti obra�ene u let�em i zimskom semestru. U glavi 2 se
nalaze zadaci sa prethodnih rokova koji nisu rexeni i trebalo bi da slu�e kao
materijal za pripremu ispita. U glavi 3 su deta	no rexeni zadaci iz prve glave,
osim par koji se preporuquju za samostalan rad. Sve primedbe i sugestije slati na
milivojevic@rcub.bg.ac.rs

26.10.2015, M.M.

Forma skripte se nije promenila u odnos na prethodnu godinu. Dodat je odre�en
broj novih zadataka u glavama 1 i 2, kao i dodatak A u kojem se nalazi spisak
dozvolenih formula na pismenom delu ispitu.

20.10.2016, M.M.
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1

Glava 1

Zadaci

1.1 Uvodni zadaci iz verovatno�e

1. Na�i oqekivanu vrednost sluqajne veliqine: 'broj' koji je izaxao pri baca�u
kocke.

2. Pokazati da je oqekivana vrednost diskretne sluqajne veliqine ma�a od na-
jve�e i ve�a od najma�e vrednosti te sluqajne veliqine.

3. Pokazati da je kvadrat disperzije zbira nezavisnih sluqajnih veliqina jednak
zbiru kvadrata disperzija ovih veliqina.

4. Aparat se sastoji od 10 delova. Verovatno�a da neki deo aparata otka�e je
p = 0.1. Izraqunati oqekivanu vrednost broja eksperimenata u kojima �e
otkazati 5 delova ako se aparat uk	uquje 100 puta.

5. Kontinualnoj sluqajnoj veliqini x zadata je gustina verovatno�e f(x) = a,
x ∈ (0, 100). Izraqunati verovatno�u da x ∈ (0, 5) i ⟨x⟩.

6. Kontinualnoj sluqajnoj veliqini x zadata je gustina verovatno�e f(x) = Ae−ax,
x ∈ (0,∞). Izraqunati verovatno�u da x ∈ (5, 10) i ⟨x⟩.

7. Za Gausovu gustinu verovatno�e f(x) = Ae−bx
2
, x ∈ (−∞,∞) na�i ⟨x⟩ i ∆x.

8. Za Gausovu gustinu verovatno�e f(x) = Ae−bx
2−cx, x ∈ (−∞,∞) na�i ⟨x⟩ i ∆x.

1.2 Operatori

1. Napisati komutator [AB,C] pomo�u komutatora [A,C] i [B,C].

2. Napisati komutator [A,BC] pomo�u komutatora [A,B] i [A,C].

3. Dokazati Jakobijev identitet [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0.

4. Dokazati da ako operatori A i B komutiraju va�i [Am, B] = 0.
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5. Pokazati da za svaka dva operatora A i B koji zadovo	avaju [[A,B], A] = 0
va�i [Am, B] = mAm−1[A,B].

6. Ako je [A,B] = i na�i qemu je jednak komutator [A,AeiB].

7. Na�i opxti oblik operatora eiπA, gde je A2 = I.

8. Izvod operatora A(λ) koji eksplicitno zavisi od parametra λ se definixe
kao

dA(λ)
dλ

= limϵ→0
A(λ+ϵ)−A(λ)

ϵ
.

Pokazati da va�i

d
dλ
(AB) = dA

dλ
B + AdB

dλ
i d

dλ
(A−1) = −A−1 dA

dλ
A−1.

9. Pokazati da za svaka dva operatora A i B va�i (Baker Campbell Hausdorff
formula)

eBAe−B = A+ [B,A] + 1
2!
[B, [B,A]] + 1

3!
[B, [B, [B,A]]] + ....

10. Pokazati da je [A, eH ] =
∫ 1

0
eλH [A,H]e(1−λ)Hdλ.

11. Pokazati da je [Am, B] =
∑m−1

s=0 A
s[A,B]Am−s−1.

12. Pokazati jednakost eAeB = eA+B+
[A,B]

2 ako va�i [A, [A,B]] = 0 = [[A,B], B].

13. Pokazati da je diferencijabilni operator p = −i~ d
dx

linearan i hermitski
u prostoru diferencijabilnih funkcija koji su nula van intervala (a, b) sa

skalarnim proizvodom (χ, φ) =
∫ b
a
χ∗φdx.

14. Rexiti zajedniqki svojstveni problem operatora A i B

A =
1

2

 3 1 0
1 3 0
0 0 4

 , B =
1

3

 4 1 −1
1 4 −1
−1 −1 4

 .

15. Neka su |u⟩ i |v⟩ dva vektora konaqne norme. Pokazati da va�i Tr(|u⟩⟨v|) =
⟨v|u⟩.

16. Za svaki linearni operator A pokazati da va�i da su AA† i A†A hermitski
operatori qiji su tragovi jednaki sumi kvadrata modula matriqnih elemenata
operatora A† i A, redom. Pokazati je Tr(A†A) = 0 = Tr(AA†) akko A = 0.

17. Kakvi su brojevi ⟨m|A|n⟩ ako je |n⟩ svojstveni bazis operatora A koji je:
a) hermitski, b) unitaran, v)projektor.
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18. Neka je trA =
∑

n⟨n|A|n⟩. Pokazati da va�e relacije

tr(A+B) = trA+ trB, i tr(AB) = tr(BA),

u sluqaju kada su ovi izrazi dobro definisani.

19. Pokazati da je detA = etr lnA.

20. Pokazati da operatori a = 1√
2
(
√

mω
~ x + i 1√

mω~p) i �emu adjungovani a† zado-

vo	avaju relaciju [a, a†] = 1. Izraqunati [N, a] i [N, a†]. Pokazati da	e da
je hamiltonijan harmonijskog oscilatora H = 1

2
~ω(aa† + a†a) = ~ω(N + 1

2
), za

N = a†a.

21. Operatori x i p imaju generalisane svojstvene vektore |x⟩ i |p⟩: x̂|x⟩ = x|x⟩
i p̂|p⟩ = p|p⟩, a ⟨x|x′⟩ = δ(x − x′). Odrediti dejstvo operatora Û(a) = e−

iap̂
~ na

generalisani vektor |x⟩.

22. Odrediti "matriqne elemente" slede�ih izraza:
a)⟨x|p̂|ψ⟩, b)⟨x|x̂|ψ⟩, v)⟨x|x̂|x′⟩, g)⟨x|p̂|x′⟩, d)⟨p|x̂|p′⟩.

23. Odrediti svojstvene funkcije operatora αp̂+ βx̂ u koordinatnoj reprezenta-
ciji.

24. Izraqunati ⟨x|p⟩.

25. Ako je

⟨x|ψ⟩ = ψ(x) =

{
C sinαx, za x ∈ [0, π

α
];

0, ostalo,
(1.1)

izraqunati ψ̃(p) = ⟨p|ψ⟩.

1.3 Relacije neodre�enosti

1. U sta�u opisanom talasnom funkcijom ψ(x) = Ce
ip0x
~ − (x−x0)

2

2a2 gde su p0, x0 i
a realni parametri, na�i gustinu verovatno�e talasne funkcije u x, kao i
neodre�enost koordinate i impulsa.

2. Talasna funkcija sta�a qestice je ψ(x) = Ce
ip0x
~ φ(x), gde je φ(x) realna

funkcija realne promen	ive koja je nula na granicama intervala. Pokazati
da je p0 sred�i impuls qestice posmatranog sta�a.

3. Qestica mase m kre�e se u po	u qiji je potencijal U = kx2

2
. Odrediti mini-

malnu mogu�u vrednost energije ove qestice.

4. Polaze�i od relacija neodre�enosti odrediti energiju veze elektrona u osno-
vnom sta�u kao i ravnote�no rastoja�e elektrona od jezgra.
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1.4 Dinamika

1. Na�i struju verovatno�e i jednaqinu kontinuiteta.

2. Odrediti svojstvene energije i svojstvene talasne funkcije slobodne qestice
mase m u jedno i u tri dimenzije.

3. Rexiti Xredingerovu jednaqinu za slobodnu qesticu mase m koja se nalazi u
potencijalu

V (x) =

{
0, za x ∈ (0, a),
∞, za x ∈ (−∞, 0) ∪ (a,∞),

koji se naziva beskonaqno duboka potencijalna (BDP) jama xirine a.

4. Na�i talasnu funkciju u proizvo	nom trenutku vremena t, qestice mase m
koji se nalazi u BDP jami xirine a i u poqetnom trenutku se nalazila u
sta�u

ψ(x) =

{
Ax(a− x), za x ∈ (0, a),

0, za x ∈ (−∞, 0) ∪ (a,∞).

5. Na�i da	u evoluciju sta�a sistema koji se nalazi u BDP jami xirine a ako
je ψ(x, 0) = A sin3 πx

a
.

6. Pokazati da rexe�a jednodimenzionalneXredingerove jednaqine imaju nepre-
kidne prve izvode u taqkama konaqnog skoka potencijala i prekide u taqkama
beskonaqnog skoka.

7. Pokazati da su vezani energetski nivoi u jednodimenzionalnim potencijalima
nedegenerisani, tj. da svakom (diskretnom) energetskom nivou odgovara taqno
jedna svojstvne funkcija.

8. Pokazati da su vezana sta�a 1D Xredingerove jednaqine parne ili neparne
funkcije u sluqaju kada je potencijal parna funkcija koordinate x.

9. Na�i koeficijent refleksije i transmisije za qesticu mase m i energije E >
V koja sa leva nailazi na barijeru

V (x) =

{
0, za x < 0,
V, za x > 0.

10. Odrediti energetske nivoe i talasne funkcije za qesticu mase m koja nailazi
sa leva na potencijalnu barijeru V (x) = −αδ(x), α > 0.

11. Rexiti Xredingerovu jednaqinu za qesticu mase m koja sa leva nailazi na
barijeru

V (x) =

{
−V, za x ∈ (−a, a),
0, za x ∈ (−∞,−a) ∪ (a,∞).

12. Odrediti operatore koordinate i impulsa za slobodnu qesticu u Hajzenber-
govoj slici.
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13. Napisati stacionarnu Xredingerovu jednaqinu u impulsnoj reprezentaciji za
qesticu mase m i energije E koja se nalazi u spo	ax�em po	u V (x).

1.5 Linearni harmonijski oscilator

1. Odrediti svojstvene funkcije hamiltonijana linearnog harmonijskog oscila-
tora.

2. Odrediti neodre�enost linearnog harmonijskog oscilatora u n-tom svojstve-
nom sta�u.

3. U svojstvenom bazisu LHO na�i operatore Ĥ, p̂ i x̂.

4. Linearni harmonijski oscilator nalazi se u sta�u |ψ⟩ =
√
2
2
|0⟩+

√
2
4
|2⟩+ c|3⟩.

Na�i realnu konstantu c a potom odrediti ∆x̂∆p̂ u sta�u |ψ⟩.

5. Linearni harmonijski oscilator nalazi se u sta�u |ψ⟩ = 1√
3
|3⟩− i√

3
|5⟩+ c|10⟩.

Na�i realnu konstantu c a potom odrediti ∆x̂∆p̂ u sta�u |ψ⟩.

6. Odrediti operatore koordinate i impulsa linearnog harmonijskog oscilatora
u Hajzenbergovoj slici. Izraqunati komutatore [xH(t1), pH(t2)] i [xH(t1), xH(t2)].

7. Odrediti svojstvene energije linearnog harmonijskog oscilatora u impulsnoj
reprezentaciji.

1.6 Ugaoni moment

1. Odrediti zajedniqki svojstveni bazis operatora L̂2 i L̂z.

2. Ako definixemo operatore L̂+ i L̂− kao L̂+ = L̂x + iL̂y i L̂− = L̂x − iL̂y,
pokazati:

a)Operatori L̂−L̂+, L̂+L̂−, L̂z me�usobno komutiraju.

b)L̂±|l,m⟩ = ~
√
l(l + 1)−m(m± 1)|l,m± 1⟩.

3. Ako je dat sferni harmonik Y 0
1 (cos θ) =

1
2

√
3
π
cos θ pomo�u operatora L̂+ i L̂−

u |θ, φ⟩ reprezentaciji, odrediti ostale sferne harmonike.

4. Sistem se nalazi u sta�u |l,m⟩. Odrediti oqekivane vrednosti:
a)⟨L̂x⟩,
b)⟨L̂2

x⟩,
v)⟨L̂xL̂y⟩,

g)⟨L̂n⟩,
d)∆L̂n.
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5. a) Na�i matriqne elemente operatora L̂x, L̂y, L̂z u bazisu (|l,m⟩,m = −l, ..., l)
za l = 1.

b) Odrediti oqekivanu vrednost operatora L̂2
x koji se nalazi u sta�u |ψ⟩ =

1√
2
|1, 0⟩+ 1√

2
|1,−1⟩.

6. a) Na�i matriqne elemente operatora L̂x, L̂y, L̂z u bazisu (|l,m⟩,m = −l, ..., l)
za l = 2.

b) U sta�u |ψ⟩ = 1√
3
|2, 2⟩ − 1√

3
|2, 0⟩+ i√

3
|2,−1⟩ na�i oqekivanu vrednost ⟨L̂2

x⟩.

7. Rexiti svojstveni problem operatora L̂x u bazisu (|l,m⟩,m = −l, ..., l) za l = 1.

8. Qestica momenta impulsa L = 1 nalazi se u sta�u |ψ⟩ =
√
3
2
|1, 1⟩ + 1

2
|1,−1⟩ u

bazisu (|l,m⟩,m = −l, ..., l). Odrediti verovatno�u prelaza qestice u sta�e
koje je svojstveno operatoru L̂x za svojstvenu vrednost −~.

9. Odrediti svojstvene funkcije i svojstvene vrednosti krutog rotatora u ravni.

10. Na�i evoluciju krutog rotatora u ravni, momenta inercije I, koji se u poqet-
nom trenutku nalazio u sta�u ψ(φ, t = 0) = Acos3φ.

1.7 Spin

1. Odrediti reprezentaciju operatora Ŝx,Ŝy, Ŝz u bazisu |s,ms⟩ za spin

a) s = 1/2

b) s = 1.

2. Odrediti svojstvene vrednosti i svojstvene vektore operatora projekcije spina
na proizvo	nu osu n za s = 1/2.

3. Elektron se nalazi u spinskom sta�u |1/2, 1/2⟩. Na�i verovatno�u da projek-
cija spina na osu n ima vrednost ±1/2.

4. Za spin s = 1/2 na�i reprezentaciju rotacija oko n ose.

1.8 Qestica u sferno simetriqnom potencijalu

1. Razmatramo qesticu mase m koja se kre�e u sferno simetriqnom potencijalu
U(r):

a)Pokazati da su rexe�a stacionarneXredingerove jednaqine oblikaR(r)Y m
l ,

gde je R(r) funkcija koja zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu

− ~2
2m

1
r2

d
dr
(r2 dR(r)

dr
) + (U(r) + ~2

2m
l(l+1)
r2

)R(r) = ER(r)
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a Y m
l sferni harmonici.

b) Pokazati da iz [H,L2] = 0 mo�emo do�i do istog rezultata.

c) Uprostiti radijalnu jednaqinu smenom R(r) = χ(r)
r
.

d) Ispitati ponaxa�e radijalne funkcije u blizini r = 0.

2. Na�i talasnu funkciju i energiju s sta�a qestice koja se nalazi u sferno
simetriqnoj potencijalnoj jami polupreqnika a

V (r) =

{
0 za r ∈ (0, a),
∞ za r > a,

Rexe�a tra�iti u obliku R(r) = χ(r)
r
.

3. Koriste�i rezultate dobijene u prethodnom zadatku izraqunati sred�e vred-
nosti ⟨r⟩ i ⟨r2⟩ za qesticu u n−tom s nivou.

4. Qestica mase m i energije E nalazi se u sferno simetriqnoj potencijalnoj
jami polupreqnika a

V (r) =

{
0 za r ∈ (0, a),
V0 za r > a,

a)Ako je V0 > E, rexiti stacionarnu Xredingerovu jednaqinu pretpostavl-
jaju�i da rexe�a zavise samo od r tj. na�i s sta�a.

b)Diskutovati graniqne uslove za konaqan i beskonaqan skok potencijala.

5. Izraqunati energetske nivoe i svojstvene funkcije vodonikovog atoma. Disku-
tovati degeneraciju ovih nivoa.

6. Osnovno sta�e atoma vodonika je ψ100 =
1√
πa30
e
− r

a0 , gde je a0- Borov radijus.

Izraqunati:

a)Najverovatnije rastoja�e elektrona od jezgra.

b)⟨1
r
⟩.

v)⟨ 1
r2
⟩

g)⟨rk⟩

d)⟨p2x⟩

�)⟨U(r)⟩

e)⟨T ⟩.

7. Pokazati da se problem kreta�a dve interaguju�e qestice mase m1 i m2 mo�e
redukovati na problem kreta�a jedne qestice efektivne mase m = m1m2

m1+m2
koja

se kre�e u potencijalu V (r) me�usobne interakcije te dve qestice.
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1.9 Qestica u elektromagnetnom po	u

1. Odrediti operator brzine v qestice u magnetnom po	u. Na�i komutatore
[xi, vj] i [vi, vj].

2. Pokazati da rexe�a Xredingerove jednaqine u elektromagnetnom po	u zado-
vo	avaju jednaqinu kontinuiteta. Kako je u tom sluqaju definisa�a struja
j⃗?

3. Pokazati da se hamiltonijan qestice bez spina mase m i naelektrisa�a e koja
se nalazi u konstantnom magnetnom po	u B = Bez, mo�e napisati u formi
H = H0 +

e2B2

8mc2
(x2 + y2) − e

2mc
Blz, gde je H0 hamiltonijan slobodne qestice.

Dokazati da je svojstvena funkcija oblika eikzeiλφχ(ρ).

4. Odrediti svojstvene funkcije i svojstvene energije qestice bez spina koja se
kre�e u homogenom magnetnom po	u pri slede�im kalibracionim uslovima vek-
torskog potencijala:
a) A = (0, Bx, 0)
b) A = (−By, 0, 0).

5. Odrediti svojstvene energije i svojstvene funkcije qestice bez spina koja se
nalazi u elektriqnom i magnetnom po	u (E ⊥ B).

6. Na elektron deluje potencijal 1
2
mω2

0ρ
2, gde jem - masa elektrona, ω0 - frekvenca

i ρ - polarna koordinata. Problem je 2D, elektron se nalazi u xy ravni, i
na �ega deluje konstantno magnetno po	eB = Bez (izabra�emo gej
 vektorskog
potencijala kaoA = (−1

2
By, 1

2
Bx, 0)). Razdvojiti promen	ive uXredingerovoj

jednaqini i dobiti jednaqinu koja zavisi od ρ i poznatih parametara B, m i
ω0. Odrediti svojstvene energije i diskutovati energetski spektar.

7. Ispitati energetske nivoe atoma vodonika u prisustvu magnetnog po	a ako
po	e interaguje samo sa orbitalnim magnetnim momentom elektrona µB.

8. Na�i svojstvene funkcije i svojstvene energije neutrona (e = 0, s = 1
2
) spinskog

magnetnog momenta µs u homogenom magnetnom po	u B.

9. Odrediti svojstvene energije i svojstvene funkcije 3D HO (U(r) = mω2
0r

2/2)
koji se nalazi u magnetnom po	u usmerenom du� z-ose.

10. Qestica se nalazi u svojstvenom sta�u operatora S · n za svojstvenu vrednost
~/2. Ukoliko u trenutku t = 0 uk	uqi magnetno po	e B du� z ose, odrediti
sred�e vrednosti operatora Si (i = x, y, z) u proizvo	nom trenutku.

1.10 Slaga�e ugaonih momenata

1. Za dve qestice spina s = 1
2
odrediti svojstvena sta�a i svojstvene vrednosti

operatora S2 i Sz. (S = s1 + s2)
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2. Pokazati jednakost dimenzija

dim (V (k1λ1) ⊗ V (k2λ2)) = dim ⊕k1+k2k=|k1−k2| V
(kλ1λ2).

3. Pokazati da u V
(s)
12 va�i relacija S2 = ~2

2
(3 + σ1σ2). Ako sa P (3) i P (1)

obele�imo projektore na svojstvene potprostore V (s = 1)(tripletni prostor),

i V (s = 0)(singletni prostor) od S2 u V
(s)
12 , pokazati da va�i P (3) = 1

2~2S
2 i

P (1) = 1− 1
2~2S

2.

4. Rexiti prvi zadatak koriste�i opxtu teoriju slaga�a ugaonih momenata.

5. Odrediti standardni bazis u orbitalnom prostoru sta�a dve qestice sa vred-
nostima orbitalnih kvantnih brojeva j1 i j2.

6. Na�i standardni bazis u orbitalnom prostoru sta�a dve qestice qije su vred-
nosti orbitalnih kvantnih brojeva j1 = 1 i j2 = 1. Proveriti rezultat ko-
riste�i tablicu CG-koeficijenata.

7. Na�i standardni bazis u spinskom prostoru sta�a tri qestice qije su vred-
nosti spinskih kvantnih brojeva s1 = 1/2, s2 = 1/2 i s3 = 1/2.

8. Odrediti standardni bazis atoma vodonika ψnljmj
.

9. Definisati skalarne i vektorske operatore.

10. Dokazati da je skalarni proizvod dve vektorske opservable, V ·W = VxWx +
VyWy + VzWz, skalarni operator.

11. Dokazati Vigner Ekartov teorem za vektorske operatore.

12. Dokazati projekcioni teorem.

13. Izraqunati Landeov gj faktor atomskog nivoa.

1.11 Identiqne qestice

1. Razmatrati sistem dve identiqne qestice i za �ega definisati:

• Permutacioni operator P21.

• Osobine permutacionog operatora P21.

• Simetriqne i antisimetriqne vektore sta�a, kao i simetrizator i anti-
simetrizator.

• Transformaciju opeservabli pod permutacijama.

2. Razmatrati sistem koji se sastoji od vixe identiqnih qestica i za �ega defin-
isati:
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• Permutacioni operator.

• Osobine permutacionog operatora.

• Totalno simetriqan i totalno antisimetriqan vektor sta�a, kao i sime-
trizator i antisimetrizator.

• Transformaciju opservabli pod permutacijama.

3. Za dve qestice spina

• s = 1
2

• s = 1

odrediti sva simetriqna i antisimetriqna sta�a u spinskom prostoru. Kakav
je rezultat za tri qestice?

4. Neka se dva identiqna fermiona nalaze u

• jednakim

• razliqitim

orbitalnim sta�ima. Kako izgleda ukupna talasna funkcija ta dva fermiona?
Uraditi ovaj zadatak i kada umesto fermiona imamo bozone.

5. Odrediti osnovno sta�e sistema nezavisnih identiqnih qestica.

6. U sistemu dva jednaka bozona spina 0 jedna qestica se nalazi u orbitalnom
sta�u |ψ⟩ a druga u sta�u |χ⟩; sta�a su normirana i me�usobno ortogonalna.
Kolika je verovatno�a da se

• 1 qestica

• 2 qestice

na�u u potprostoru z > 0? Uporediti rezultat sa sluqajem razliqivih qesti-
cama; identiqnih fermiona.

1.12 Pribli�ne metode

1. Svojstvena sta�a HamiltonijanaH0 su |φ1⟩ i |φ2⟩, sa odgovaraju�im energijama
E1 i E2. U trenutku t = 0, na sistem koji se nalazio u sta�u |φ1⟩ poqne da

deluje perturbacija W =

(
W11 W12

W21 W22

)
.

• Odrediti nova svojstvena sta�a i svojstvene energije.

• Ukoliko je W11 = W22 = 0, odrediti verovatno�u da sistem pre�e u sta�e
|φ2⟩ u trenutku t.

2. Na�i u prvom i drugom redu teorije perturbacije popravku energije za 1D
LHO u prvom pobu�enom sta�u ako je perturbacija Ĥ ′ = αx̂3.
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3. Na�i u prvom redu teorije perturbacije pomera�e energetskih nivoa qestice
u BDP jami

V (x) =

{
0, za x ∈ (0, a),
∞, za x ∈ (−∞, 0) ∪ (a,∞),

ako je perturbacija

V ′(x) =

{
2V0

x
a
, za x ∈ (0, a

2
),

2V0(1− x
a
), za x ∈ (a

2
, a).

4. Odrediti svojstvene energije i svojstvena sta�a neperturbovanog hamiltoni-
jana i popravke energije u prvom redu teorije perturbacije ako je ukupan
hamiltonijan

H =


0 100 1 2
100 1 2 3
1 2 3 200
2 3 200 4

 .

5. Izotropni 2D HO je perturbovan sa Ĥ ′ = αx̂ ⊗ ŷ. Izraqunati u prvom redu
teorije perturbacije razdvaja�e drugog pobu�enog nivoa.

6. Perturbacija H ′ = αx2 ⊗ y2 deluje na osnovno i prva dva pobu�ena sta�a
izotropnog 2D HO. Odrediti popravke energetskih nivoa u prvom i drugom
redu teorije perturbacije degenerisanih nivoa.

7. Odrediti energiju osnovnog sta�a LHO varijacionom metodom koriste�i pro-
bne funkcije oblika ψb(x) = Ae−bx

2
.

8. Proceniti energiju 2D izotropnog HO u osnovnom sta�u varijacionom meto-
dom koriste�i probne funkcije oblika ψα(ρ) = Aρ2e−αρ.

9. Odrediti cepa�e energetskih nivoa krutog rotatora u ravni za perturbaciju
Ĥ ′ = αx̂ŷ.

10. Izraqunati prvu nenultu popravku energije osnovnog sta�a qestice u beskonaqno
dubokoj sferno simetriqnoj potencijalnoj jami za perturbaciju H ′ = αr.

11. Rotator u prostoru, momenta inercije I i dipolnog momenta d nalazi se u
konstantnom, homogenom elektriqnom po	u E. Odrediti popravke energetskih
nivoa do drugog reda teorije perturbacije smatraju�i −Ed perturbacijom.

12. Odrediti energiju osnovnog sta�a atoma helijuma u prvom redu raquna per-
turbacije smatraju�i e2

|r1−r2| perturbacijom.

13. Odrediti verovatno�u prelaza sistema iz inicijalnog sta�a |φi⟩ u finalno
sta�e |φf⟩ u prvoj i drugoj aproksimaciji ako na sistem deluje vremenski
zavisna perturbacija λW (t). Smatrati da su sta�a |φi⟩ i |φj⟩ svojstvena sta�a
osnovnog hamiltonijana.
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14. Ako na sistem deluje vremenski zavisna perturbacija

a) λW sinωt;

b) λW cosωt;

odrediti verovatno�u prelaza iz inicijalnog u finalno sta�e. Kakav je rezu-
ltat ako na sistem deluje konstantna perturbacija?

15. Za perturbaciju iz prethodnog zadatka diskutovati fenomen rezonance. Kada
je rezonantna aproksimacija opravdana?

16. Koji je limit prvog reda aproksimacije?

17. Razmatrati spreza�e sa sta�ima kontinualnog spektra i izvesti Fermijevo
zlatno pravilo za konstantnu perturbaciju.

18. Na izotropni 3D LHO mase m i naelektrisa�a q, deluje vremenski zavisna

perturbacija qE(t)r, gde je E(t) = Ae−
t2

τ2 ez, A i τ su realne konstante. Izraqu-
nati verovatno�u prelaza iz osnovnog sta�a u t = −∞ u neko pobu�eno sta�e
u t =∞.
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Glava 2

Zadaci sa prethodnih rokova

1. Qestica se nalazi u potencijalu

V (x) =


∞ za x ∈ (−∞, 0),
−V za x ∈ (0, a),

0 za x ∈ (a,∞).

Na�i minimalnu dubinu V za koju se pojav	uju vezana sta�a. Razmatrati i
pozitivne i negativne energije.

2. Provodni elektroni u metalu se nalaze unutar metala zbog postoja�a usred�e-
nog potencijala koji se naziva unutrax�i potencijal metala. Izraqunati za
1D model dat pomo�u V (x) = −V0, za x < 0 i V (x) = 0 za x > 0, verovatno�u
refleksije i transmisije provodnih elektrona qija je energija
a) E > 0,
b) −V0 < E < 0.
Odrediti R i T u sluqajevima E ≫ V0 i 0 < E ≪ V0. Kolika je verovatno�a
da se elektron na�e van metala (x > 0) u sluqaju −V0 < E < 0?

3. Odrediti koeficijente refleksije i transmisije za qesticu masem koja sleva
nale�e na potencijalnu barijeru

V (x) =


0, za x < 0,
−V, za 0 < x < a,
−2V, za x > a.

Smatrati da su a i V pozitivne konstante.

4. Qestice mase m i energije (0 < E < V1) se nalazi u asimetriqnom potencijalu
koji je dat kao

V (x) =


V2, za x < 0,
0, za 0 < x < a,
V1, za x > a.

Ukoliko va�i da je V2 > V1 > 0, odrediti dispezionu relaciju za vezana sta�a.

5. Qestica mase m i energije E < U0 kre�e se u po	u potencijala
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U(x) =


U0, x ∈ (−∞, 0),
0, 0 < x < a,
U0, x ∈ (a,∞),

gde je U0 pozitivna konstanta. Odrediti disperzionu jednaqinu i na�i mini-
malnu vrednost potencijala za koje postoji bar jedno vezano sta�e. Iskoris-
titi identitet tg2α = 2tgα

1−tg2α .

6. Na�i diskretni energetski spektar i odgovaraju�e svojstvene funkcije qestice
u potencijalu (V2 > V1)

V (x) =


∞ za x < 0, x > c,
0, za 0 < x < a,
V2, za a < x < b,
V1, za b < x < c.

7. Odrediti disperzionu relaciju za vezana sta�a qestice mase m i energije E
koja sa leva nale�e na potencijalnu barijeru V (x) = ∞, za x > |ℓ|, V (x) =
−V1, za x ∈ (−ℓ,−a) ∪ (a, ℓ), V (x) = −V2, za x ∈ (−a, a) (Smatrati da su V1 i
V2 pozitivne konstante i V1 < V2).

8. Odrediti svojstvene energije i normirane talasne funkcije qestice mase m
i energije E < 0 koja se nalazi u po	u V (x) = −αδ(x) (α > 0) u impulsnoj
reprezentaciji.

9. Qestica mase m i energije E < 0 se nalazi u potencijalu

V (x) = −α
(
δ(x− a) + δ(x+ a)

)
, α > 0.

Odrediti broj vezanih sta�a u zavisnosti od odnosa parametara α i a.

10. Qestica mase m i energije E > 0 se nalazi u potencijalu V (x) = ∞, za x < 0

i V (x) = −~2g
2m
δ(x− a), za x > 0. Smatrati da je parametar g > 0. Izraqunati

odnos koeficijenata talasne funkcije qestice u delu x > a (relativna faza
reflektovanih talasa). Kako se ponaxa ova faza za velike i male energije?

11. Qestica mase m i energije E > 0 nale�e sa leve strane na potencijalnu bari-
jeru

V (x) =
~2

2m
(g1δ(x+ a) + g2δ(x− a)). (2.1)

Izraqunati koeficijent transmisije i pokazati da u sluqaju g1 = −g2 postoji
specijalna vrednost energije za koju je transmisija 1.

12. Qestica se nalazi u potencijalu

V (x) =

{
0 za x ∈ (0, a),
∞ za x ∈ (a,∞).

Normirati talasnu funkciju, na�i evoluciju sistema i odrediti vreme posle
kojeg se sistem ponovo vrati u poqetno sta�e ako je
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ψ(x, t = 0) = A sin(2πx
a
)(1 + cos(4πx

a
) + cos(6πx

a
)).

13. Jednodimenzionalni sistem sa potencijalom V (x) =

{
0, |x| < a
∞, |x| > a

se u poqet-

nom trenutku nalazi u sta�u ψ(x)t=0 = A(e−|x|/a+B). Izraqunati konstante A
i B i na�i da	u evoluciju sistema.

14. Talasna funkcija slobodne qestice u poqetnom trenutku t = 0 je data sa
ψ(x, t = 0) = Ae−x

2/2a2+imv0x/~. Odrediti ψ(x, t), kao i ∆x(t).

15. Slobodna qestica mase m se kre�e u jednoj dimenziji. U poqetnom trenutku
talasna funkcija je

ψ(x, t = 0) = (
α

π
)1/4eik0x−αx

2/2,

gde su α i k0 realni parametri. Odrediti talasnu funkciju u impulsnoj
reprezentaciji u proizvo	nom trenutku ψ̃(k, t). Odrediti ψ(x, t) i verovatno�u
P (x, t). Koristiti

∫
dxe−ax

2
e−iqx =

√
π/a e−q

2/(4a).

16. Razmatramo beskonaqno duboku potencijalnu jamu xirine 2L (−L < x < L) i
u �oj qesticu mase m. Qestica se u poqetnom trenutku nalazila u osnovnom
sta�u. Pretpostavimo da se u t = 0 zidovi jame poqnu pomerati tako da se
xirina jame udvostruqi (−2L < x < 2L), pri qemu se sta�e qestice ne me�a.
Odrediti svojstvene energije i svojstvena sta�a novog Hamiltonijana.

17. Hamiltonijan qestice mase m koja se kre�e u dvodimenzionalnoj oblasti (0 <
y < l, −∞ < x <∞) ima oblik H = − ~2

2m
( ∂

2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) + 1

2
mω2x2. Ako se qestica

nalazi u sta�u ψ = Ay(y − l)e−αx2/2(1 + x
√
2α), gde je α = mω/~, dok je A kon-

stanta koju treba odrediti. Izraqunati verovatno�u da se prilikom mere�a
energije qestice dobije energija osnovnog sta�a i sred�e vrednosti operatora
x̂ i ŷ.

18. Qestica mase m i energije E < 0 se nalazi u 3D privlaqnom potencijalu

V (x, y, z) = − ~2

2m
(λ1δ(x) + λ2δ(y) + λ3δ(z)). (2.2)

Odrediti svojstvene energije i svojstvene funkcije, kao i neodre�enost koordi-
nate i impulsa. Pokazati da je Hajzenbergov princip neodre�enosti zadovo	en.

19. 1D sistem sa potencijalom V (x) =

{
kx2/2, x ∈ [0, a)
∞, x ̸∈ [0, a),

se nalazi u sta�u

ψ(x) =


Ax, x ∈ (0, a/2)
A(a− x), x ∈ (a/2, a)
0, inaqe.

Odrediti sred�u vrednost Hamiltonijana

u ovom sta�u.

20. Na qesticu mase m deluje potencijal koji je kombinacija stepeniqne funkcije
i privlaqnog delta potencijala na ivici stepenika, naime V (x) = VΘ(x) −
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~2g
2m
δ(x). Ukoliko je energija qestice E > V , odrediti koeficijent refleksije

R ukoliko qestica nale�e na barijeru sa leva. U aproksimaciji velikih en-
ergija, kada je E dominantna skala, odrediti kako se R razlikuje u odnosu na
sluqaj kada je potencijal jednak V (x) = VΘ(x).

21. Qestica mase m se nalazi u beskonaqno dubokoj potencijalnoj jami xirine a.
Odrediti svojstvene energije i svojstvene funkcije u koordinatnoj i impulsnoj
reprezentaciji.

22. Pokazati da je neodre�enost impulsa u sta�u ψ(x) =
√
1/(2a) za |x| ≤ a, ψ(x) =

0 za |x| > a beskonaqna.

23. a) Izraqunati [x̂, f(p̂)] i [â, f(â†)] ako je f analitiqka funkcija p̂ (â†).

b) Odrediti talasnu funkciju ψ(x, t = 0) = Ae−
x2

a2
+

imv0x
~ u impulsnoj repreze-

ntaciji.

24. Qestica se opisuje talasnom funkcijom ψ(r) = Ne−αr, gde jeN normalizacioni
faktor i α > 0 realan parametar. Odrediti konstantu N . Na�i oqekivane
vrednosti ⟨r⟩, ⟨r⟩ i ⟨r2⟩ u ovom sta�u. Kolike su neodre�enosti (∆r)2 i ∆r?
Odrediti talasnu funkciju u impulsnoj reprezentaciji.

25. Pokazati da je operator U(η) = eη(a
2−a†2) unitaran (η je realan broj, dok su a†

i a operatori kreacije i anihilacije 1D LHO). Pokazati da za operator koji
je definisan kao

g± = U(η)(a± a†)U †(η),

va�i
d

dη
g±(η) = ±2g±(η).

26. Hamiltonijan 1D LHO je jednak H = ~ω(a†a + 1
2
). Svojstvena sta�a oper-

atora anihilacije se nazivaju kvazi-klasiqna sta�a. Pokazati da je sta�e
|α⟩ = e−|α|2/2∑

n
αn
√
n!
|n⟩, gde je α kompleksan broj, svojstveno sta�e operatora

anihilacije a|α⟩ = α|α⟩. Na�i oqekivane vrednosti x i p u kvazi-klasiqnom
sta�u. Pokazati da je u tom sta�u ∆x∆p = ~

2
. Pretpostavimo da se u t = 0

oscilator nalazio u kvazi-klasiqnom sta�u |α0⟩, (α0 = ρeiφ) gde su ρ i φ re-
alni brojevi. Pokazati da se u bilo kom vremenskom trenutku t oscilator
tako�e nalazi u kvazi-klasiqnom sta�u koje se mo�e napisati kao e−iωt/2|α(t)⟩.
Odrediti vrednost α(t) pomo�u ρ, ω, φ i t.

27. Linearni harmonijski oscilator u trenutku t = 0 se nalazi u sta�u ψ(x, 0) =
N
∑∞

n=0 c
nψn(x), gde je ψn(x) svojstvena funkcija Hamiltonijana za svojstvenu

vrednost ~ω(n + 1
2
) i c poznati realni parametar. Odrediti normalizacionu

konstantuN . U proizvo	nom trenutku t odrediti talasnu funkciju, verovatno�u
da se qestica ponovo na�e u poqetnom sta�u, kao i oqekivanu vrednost Hamil-
tonijana.
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28. Qestica momenta impulsa l = 1 nalazi se u sta�u

ψ(θ, φ) =
1

2
√
2π

cos θ − i√
2π

sin θ sinφ.

Na�i verovatno�u da se prilikom mere�a projekcije na z- osu dobije rezul-

tat 1. Smatrati da je poznat sferni harmonik Y −1
1 =

√
3
8π

sin θe−iφ, a ostale
izraqunati.

29. Izraqunati komutatore (a) [Lx, r
2], b) [Ly, p

2], c) [Lz, (p · r)], d) [Ly, (p · r)r],
gde su r, p, L operatori radijus vektora, impulsa i momenta impulsa qestice.

30. Qestica momenta impulsa l = 1 nalazi se u sta�u |ψ⟩ = i
√
3
2
|1, 1⟩+ 1

2
|1, 0⟩. Odred-

iti verovatno�u prelaza u sta�e koje je svojstveno operatoru Ly za svojstvenu
vrednost −~?

31. Pokazati da u proizvo	nom svojstvenom sta�u operatora L2 i Lz, |l,m⟩, va�e
slede�e jednakosti:
a)⟨Lx⟩ = ⟨Ly⟩ = 0,

b)⟨LxLy⟩ = −⟨LyLx⟩ = i~2m
2
,

v)⟨L2
x⟩ = ⟨L2

y⟩ = ~2 l(l+1)−m2

2
.

32. Izraqunati komutator komponenti vektorskih operatora [Li, L
′
j], ako je �ihova

veza zadata kao L′ = U †(r0)LU(r0), gde je U(r0) = eir0p (L̂ je vektorski operator
ugaonog momenta).

33. Pokazati da operator rotacije oko y-ose za ugao π/2 deluje na zajedniqka svo-
jstvena sta�a L2 i Lx za l = 1 daju�i svojstvena sta�a Lz. Dokazati relacije

Lx = −e−iπLy/2~Lze
iπLy/2~,

1 = e−iπLy/2~e−iπLx/2~eiπLy/2~e−iπLz/2~.

34. Izraqunati matricu n · σ = σn, n je ort (n · n = 1). Kolike su oqekivane
vrednosti ⟨sn⟩ (s = 1/2) u svojstvenim sta�ima operatora sz?

35. Odrediti neodre�enost operatora σx u proizvo	nom trenutku vremena ukoliko
se sistem u poqetnom trenutku nalazio u sta�u |+⟩ i evoluirao je pod dejstvom
Hamiltonijana H = ~/2(σy + σz).

36. Na�i u Hajzenbergovoj slici operator Lx projekcije ugaonog momenta na x osu
za linearni harmonijski oscilator.

37. Na�i u Hajzenbergovoj slici operator p2H kvadrata impulsa 1D sistema na koji
deluje potencijal V (x) = −Fx, F > 0.

38. Na elektron naelektrisa�a −q (q > 0) i mase m deluje potencijal V =
1
4
mω2

0(2z
2 − x2 − y2). Elektron se nalazi u magnetnom po	u usmerenom du�

z-ose (koristiti gej
 A = B
2
(−y, x, 0)).
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• Pokazati da se ukupan Hamiltonijan mo�e podeliti na dva qlana, Hz =
p2z
2m

+ 1
2
mω2

0z
2 i Ht =

p2x+p
2
y

2m
+ 1

2
mΩ2(x2+y2)+ 1

2
ωcLz, gde je ωc =

qB
m
. Izraziti

Ω pomo�u ωc i ω0.

• Pokazati da je Hz = ~ω0(a
†
zaz +

1
2
), gde je az =

√
mω0

2~ (z + i
mω0

pz) i a†z =√
mω0

2~ (z − i
mω0

pz).

• Definiximo dva operatora ar =
1
2

(
β(x− iy)+ i

β~(px− ipy)
)
i al =

1
2

(
β(x+

iy) + i
β~(px + ipy)

)
. Pokazati da je Lz = ~(a†rar − a

†
lal) za svako β i da se za

odgovaraju�e β hamiltonijan Ht mo�e napisati u formi Ht = ~ω′
c(a

†
rar +

1
2
)− ~ωm(a†lal +

1
2
). Odrediti ω′

c i ωm pomo�u ω0 i ωc.

39. Hamiltonijan elektrona u magnetnom po	u B je H = −µBσB, gde su σ Pauli-
jeve matrice i µB predstav	a Borov magneton. Odrediti statistiqki operator
u reprezentaciji u kojoj je Paulijeva matrica σz dijagonalna. (Statistiqki
operator je jednak ρ = e−βH/ Tr e−βH ).

40. Izotropni 2D LHO mase m i naelektrisa�a q se kre�e u xy ravni u kojoj
deluje konstantno i homogeno elektriqno po	eE0 = E0ex. Odrediti svojstvene
energije izotropnog 2D LHO i izraqunati ∆y u osnovnom sta�u.

41. Posmatra�emo refleksiju monoenergetskog neutronskog snopa koji je normalan
na feromagnetni materijal. Osa x je pravac propagacije upadnog snopa i yz
povrxina feromagnetnog materijala, koja u potpunosti popu�ava x > 0 oblast.
Neka svaki upadni neutron ima energiju E i masu m. Spin neutrona je s = 1/2
i �egov magnetni moment se mo�e napisati kao M = γS (γ je �iromagnetni
odnos). Potencijalna energija neutrona je suma dva qlana:

- prvi odgovara interakciji neutrona sa materijalom. Fenomenoloxki, mo�e
se predstaviti potencijalom V (x), koji je definisan kao V (x) = 0, x < 0,
V (x) = V0 > 0 za x > 0.

- drugi odgovara interakciji magnetnog momenta svakog neutrona sa unutra-
x�im magnetnim po	em B0 = B0ez. Dakle, imamo W = 0, x ≤ 0, W =
−ω0Sz, x > 0 (ω0 = γB0). Razmatra�emo sluqaj 0 < ~ω0 < V0.

a. Odrediti stacionarna sta�a neutrona ako je spin:
1. paralelan; 2. antiparalelan sa z osom.

b. Izraqunati koeficijent refleksije u oba sluqaja (spin paralelan i an-
tiparalelan sa z - osom) ako je energija neutrona u intervalu V0 − ~ω0

2
< E <

V0 +
~ω0

2
.

42. Neutron se nalazi u stacionarnom magnetnom po	u qije su komponente u cilin-
driqnim koordinatama

Hρ = Hφ = 0, Hz = H(ρ).

Razdvojiti promen	ive u Xredingerovoj jednaqini i problem svesti na 1D
koji zavisi od koordinate ρ.
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43. Magnetna spinska rezonanca elektrona (electron spin resonance) pru�a nam ko-
risne informacije o elektronskoj strukturi molekula. U ovom zadatku �emo
pretpostaviti slede�e: spinske i prostorne promen	ive su nezavisne i za
elektrone i za jezgra. Prostorno osnovno sta�e elektrona je nedegenerisano,
tako da mo�emo da zanemarimo orbitalne efekte magnetnog po	a. Mi uz-
imamo u obzir slede�e magnetne spinske interakcije: Zemanovu interakciju
spinskog magnetnog momenta sa spo	ax�im po	em B i hiperfinu interakciju
izme�u elektrona i jezgra. Hiperfina interakcija je oblika Hhf = A/~2SI =
A/4σe ·σn, gde je S = ~σe/2 spin elektrona i I = ~σn/2 spin jezgra. Magnetno
po	e B deluje du� z - ose. a.) Ukoliko jezgro ne poseduje spin, kako izgledaju
energetski nivoi spina? Uzeti da je ωe = −µBB.

b.) Za spin jezgra 1/2, napisati kompletan Hamiltonijan u bazisu {|σe, σn⟩}.
Na�i svojstvene vektore i svojstvene vrednosti ovog Hamiltonijana. Smatrati
da je ωn = −µnBB i η = (ωe − ωn)/2.

c.) Pretpostavi�emo da je magnetno po	e B jako, u smislu da je |~ωe| ≫ A.
Neka je A = ~a. Odrediti aproksimativno svojstvene vrednosti do prvog reda
po a/η.

d.) Mo�e se pokazati da elektromagnetno po	e mo�e da indukuje samo prelaze
izme�u sta�a koja se razlikuju za jedan spin (npr. prelaz | −+⟩ → |+−⟩ nije
dozvo	en). Odrediti frekvence prelaza izme�u dozvo	nih sta�a.

44. Elektron masem i naelektrisa�a q (q < 0), nalazi se u homogenom i statiqkom
magnetnom po	u B, usmerenom du� z ose. Hamiltonijan elektrona je H =
1
2m

(p − qA)2 − µ ·B. Magnetni moment µ je povezan sa spinskim operatorom
S pomo�u µ = γS, gde je γ = (1 + a)q/m. Veliqina a se naziva anomalija
magnetnog po	a. U okviru kvantne elektrodinamike, pokazuje se da je a pro-
porcionalno konstanti fine strukture a = α

2π
(α = 1

137
). Operator brzine je

jednak v = p−qA
m

, dok je ω = qB
m
.

a) Pokazati da va�e slede�e komutacione relacije [vx, H] = i~ωvy, [vy, H] =
−i~ωvx.

b) Neka su date tri veliqine C1(t) = ⟨Szvz⟩, C2(t) = ⟨Sxvx + Syvy⟩, C3(t) =
⟨Sxvx − Syvy⟩. Izraqunati C1, C2 i C3 u proizvo	nom trenutku t?

v) Kako izgleda ⟨Sv⟩ u proizvo	nom trenutku?

g) Snop elektrona brzine je prepariran u spinskom sta�u tako da znamo vred-
nosti C1(0), C2(0) i C3(0). Snop interaguje sa magnetnim po	em B u toku vre-
menskog intervala [0, T ]. Zanemariti interakciju izme�u elektrona u snopu.
U trenutku T se meri veliqina koja je proporcionalna ⟨Sv⟩. Rezultat ovog
mere�a je prikazan na slici kao funcija vremena T za vrednost magnetnog
po	a B = 9.4mT. Pomo�u date slike odrediti pribli�nu vrednost veliqine
a.

d) Da li se eksperimentalna vrednost sla�e sa predikcijom kvantne elektro-
dinamike?
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45. a) Nenaelektrisana qestica spina 1/2 i mase m se kre�e du� x ose. Hamil-

tonijan qestice je jednak H = p2x
2m

+ α
E~Beff · σ, gde je Beff = E × pxex, dok

je σ vektor Paulijevih matrica. Odrediti svojstvene energije i svojstvene
vrednosti Hamilonijana ukoliko je elektriqno po	e E = Eez.

b) Koriste�i ideju iz prethodnog primera, odrediti svojstvene energije i svo-

jstvene vektore Hamiltonijana H =
p2x+p

2
y

2m
+ α(pyσx − pxσy) qestice spina 1/2

koja se kre�e u xy-ravni.

46. Kruti rotator u ravni momenta inercije I i elektriqnog dipolnog momenta
d se nalazi u elektriqnom po	u E. U klasiqnoj mehanici ugao φ izme�u d i
E zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu φ̈ = −dE sinφ

I
. Ukoliko problem tre-

tiramo kvantno-mehaniqki, pokazati da va�i d2

dt2
⟨φ⟩ = −dE

I
⟨sinφ⟩. Na osnovu

posled�e jednaqine vidimo da se u odgovaraju�em limitu dobija izraz izveden
u klasiqnoj mehanici.

47. U i pre trenutka t = 0, qestica spina s = 1/2 i spinskog magnetnog momenta
µ = µ0ez se nalazila u konstantnom magnetnom po	u B0 = B0ez u sta�u sa
projekcijom m = 1/2 u odnosu na z - osu. U t = 0 se uk	uquje dodatno magnetno
po	e B1ex konstantnog intenziteta tokom intervala T . Oznaqi�emo pravac
ukupnog magnetnog po	a B = B0ez +B1ex kao z

′ - osu.

a) U t = 0+, odrediti verovatno�u da se sistem na�e u sta�u sa projekcijom
m′ = 1/2 u odnosu na z′ - osu?

b) U t = T , odrediti verovatno�u da se sistem na�e u sta�u sa projekcijom
m = −1/2 u odnosu na z - osu? (Rezultat izraziti pomo�u ω0 = µ0B0/~ i ugla
θ izme�u z i z′.)

48. Spin 1/2 se nalazi u statiqkom magnetnom po	u. Operator magnetnog momenta
ima formu µi = ~/2 γσi, gde je σi Paulijeva matrica, dok γ daje jaqinu momenta
i naziva se �iromagnetni odnos. Hamiltonijan koji odgovara interakciji
magnetnog momenta sa spo	ax�im po	em je H = −µ ·B. Pokazati da va�i

d⟨σ⟩
dt

= γ⟨σ⟩ ×B. (2.3)
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49. Qestica mase m i naelektrisa�a q se nalazi u magnetnom po	u B = (0, 0, B).
Hamiltonijan qestice je jednak H = 1

2m
(p − qA)2. Razmatra�emo tri razli-

qite kalibracije vektorskog potencijala koje daju isto magnetno po	e A1 =
B(0, x, 0), A2 = B(−y, 0, 0) iA3 = 1/2B(−y, x, 0). Odrediti svojstvene energije
i pokazati da svojstvene funkcije koje odgovaraju razliqitim kalibracijama
vektorskog potencijala zadovo	avaju relacije

ψ2 = e−iqBxy/~ψ1, ψ3 = e−iqBxy/(2~)ψ1. (2.4)

50. Hamiltonijan elektrona u magnetnom po	uB je jednakH = 1
2m

(p−eA)2− e~
2m

B ·
σ. Pokazati da se isti Hamiltonijan mo�e napisati i u obliku 1

2m
((p−eA)·σ)2

za kalibraciju magnetnog po	a A = B/2(−y, x, 0).

51. U analizi spektra dvoatomskih molekula Kratzer je predlo�io potencijal
oblika

V (r) = −2D(
a

r
− 1

2

a2

r2
)

sa minimumom u V (a) = −D. Rexiti Xredingerovu jednaqinu i odrediti
energetski spektar, smatraju�i da je jedan atom znatno ve�e mase od drugog
(mo�emo smatrati da je te�i atom nepokretan i u �emu postaviti koordinatni
sistem).

52. Odrediti svojstvene energije izotropnog 3D LHO ispitiva�em asimptotskog
ponaxa�a talasne funkcije.

53. Qestica mase m i energije E < 0 se kre�e u aksijalno simetriqnom po	u V (ρ).

a) Razdvojiti promen	ive u Xredingerovoj jednaqini i problem svesti na
jednodimenzionalni, koji zavisi od parametra ρ.

b) Napraviti smenu R(ρ) = χ(ρ)/
√
ρ i uprostiti jednaqinu.

v) Ako je potencijal V (ρ) = −C
ρ
, (C > 0) ispitiva�em asimptotskog ponaxa�a

talasne funkcije na�i svojstvene energije.

54. Za dve qestice kvantnih brojeva orbitalnog ugaonog momenta j1 = j2 = j,
odrediti vektor standardnog bazisa |J = 2j − 2,Mj = 2j − 2⟩.

55. Za dve qestice kvantnih brojeva orbitalnog ugaonog momenta ℓ1 = ℓ2 = 1, odred-
iti vektore standardnog bazisa. Odrediti koja su od ovih sta�a svojstvena
sta�a operatora s1z ⊗ s2z.

56. Na�i rezultat mere�a ⟨Jn⟩ projekcije ukupnog ugaonog momenta p-elektrona
(l = 1) na osu n = sin θ cosφex + sin θ sinφey + cos θez u sta�u |χ⟩ = 1√

2
(|j =

3
2
, jz =

1
2
⟩+ i|s = 1

2
, sz =

1
2
⟩|l = 1, lz = −1⟩).

57. Dat je sistem tri identiqne qestice orbitalnog ugaonog momenta l = 1 i spin-
skog s = 1/2, tako da je bazis jednoqestiqnog prostora sta�a {|1,m; 1/2,ms⟩,
m = −1, 0, 1 ; ms = −1/2, 1/2}. Odrediti:
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a) dimenziju ukupnog prostora sta�a.
b) Na koje se ukupne ugaone moment J razlaze ovaj prostor i koliko puta se
jav	a svaki od �ih?
v) Qesto se razmatraju sta�a koja su simetrizovana u spinskom, a antisimetri-
zovana u orbitnom prostoru, ili obrnuto. Odrediti dimenziju ovakvog pros-
tora i bazis u �emu.

58. Sistem od dva neinteraguju�a identiqna fermiona spina s = 1
2
nalazi se u 1D

beskonaqno dubokoj potencijalnoj jami xirine a. Ako znamo da je kompozitno

spinsko sta�e singletno (S = 0), i da su im energije E1 =
( 2π

a
)2~2

2m
i E2 =

(π
a
)2~2

2m
,

odrediti verovatno�u da se obe qestice nalaze u levoj polovini jame.

59. Razmatrati sistem dva nukleona (protona ili neutrona). Neka je r = r1 − r2
�ihov vektor relativnog polo�aja, dok su 1

2
σ1 i

1
2
σ2 vektori spinskih opera-

tora. Pokazano je da interakciona energija izme�u dva nukleona ima sliqnu
formu kao klasiqna interakcija izme�u dva dipola, tj. mo�e se napisati u
formi

V = V (r)
[
3
(σ1r)(σ2r)

r2
− σ1σ2

]
.

To je tzv. "tenzor sile". Naravno, nije elektromagnetnog porekla. Pokazati
da se operator

S12 =
[
3
(σ1r)(σ2r)

r2
− σ1σ2

]
,

koji predstav	a spinsku zavisnost "tenzora sile", mo�e napisati u formi

S12 = 2
[3(Sr)2

r2
− S2],

gde je S = 1
2
(σ1 + σ2) ukupan spinski operator.

60. Dve qestice spina s1 = s2 = 1/2 se nalaze u sta�u

ρ = α1+|1, 1⟩⟨1, 1|+ α10|1, 0⟩⟨1, 0|+ α1−|1,−1⟩⟨1,−1|+ α00|0, 0⟩⟨0, 0|

(vektori |l,m⟩ su iz kompozitnog prostora). Za konstante va�i α00 > 0 i∑
lm αlm = 1. Na�i podsistemska sta�a ρ1/2 = Tr1/2ρ. Koliki je trag podsis-

temskih sta�a?

61. Ukoliko se sistem nalazi u qistom sta�u |ψ−⟩ = 1√
2
(|0⟩|1⟩ − |1⟩|0⟩), dvoqes-

tiqni statistiqki operator koji odgovara tom qistom sta�u je ρ = |ψ−⟩⟨ψ−|.
Dvoqestiqni statistiqki operator se mo�e izraziti i u formi

ρ =
1

4
(12 ⊗ 12 + p1σ ⊗ 12 + 12 ⊗ p2σ +

∑
i,j=x,y,z

Tij σi ⊗ σj), (2.5)

gde su σi Paulijeve matrice, p1(2) vektori koji parametrizuju jednoqestiqne
statistiqke operatore ρ1 i ρ2, redom, na slede�i naqin, ρ1(2) = 1/2(12+p1(2)σ),



23

dok je Tij korelacioni tenzor koji opisuje dvoqestiqnu interakciju. Odrediti
vektore koji opisuju jednoqestiqne statistiqke operatore, kao i tenzor inter-
akcije. Koristiti relacije, ρ1 = Tr2ρ, ρ2 = Tr1ρ, p

i
1 = Trρ1σi, p

i
2 = Trρ2σi,

Tij = Tr(σi ⊗ σj)ρ.

62. Hamiltonijan Hajzenbergovog modela spinova Sn = (S x
n , S

y
n , S

z
n ) sa kvantnim

brojem s = 1/2 na 1D rexetki sa N temena i periodiqnim graniqnim uslovima,
SN+1 = S1, je dat pomo�u

H = −J
N∑
n=1

SnSn+1 = −J
N∑
n=1

[1
2
(S+

n S
−
n+1 + S−

n S
+
n+1) + S z

nS
z
n+1

]
.

Pokazati da je za dati hamiltonijan sta�e |F ⟩ = | ↑↑ ... ↑⟩ svojstveno sa
svojstvenom energijom E0 = −JN/4. N vektora, kod kojih je samo jedan spin
"flipovan" na dole, se mogu predstaviti kao

|n⟩ = S −
n |F ⟩, n = 1, ..., N.

Pokazati da je sta�e

|ψ⟩ = 1√
N

N∑
n=1

eikn|n⟩,

(k = 2πm/N , m = 0, ..., N − 1), tako�e svojstveno sta�e hamiltonijana za svo-
jstvenu vrednost

E = E0 + J(1− cos k).

63. Razmatramo sistem koji se sastoji od N elektrona i opisan je Hamiltonijanom
H = −J

∑N
i=1 Si · Si+1. Smatrati da je SN+1 = S1. Pokazati da je za Hajzen-

bergov feromagnet (J > 0) sta�e koje se sastoji od svih spinova sa pozitivnom
projekcijom na z osi svojstveno sa energijom E0 = −~2

4
NJ . (Sta�e |1

2
, 1
2
⟩, �emo

obele�avati kao | ↑⟩, dok �e se sta�e |1
2
,−1

2
⟩ pisati kao | ↓⟩.) Pokazati da za

Hajzenbergov antiferomagnet (J > 0), "oqigledno" osnovno sta�e koje se mo�e
napisati kao | ↑↓↑ ... ↓⟩ nije svojstveno sta�e H. Ovo ilustruje da je nala�e�e
osnovnog sta�a Hajzenbergovog antiferomagneta kompleksan problem.

64. Hamiltonijan spinske interakcije tri elektrona ima formu H = −J12S1 ·
S2− J23S2 ·S3− J13S1 ·S3. S1, S2, S3 predstav	aju spinske operatore spinova
elektrona 1, 2 i 3, respektivno, dok je Jij konstanta izmene izme�u spinova
Si i Sj. Odrediti matriqne elemente ovog Hamiltonijana u bazisu |1

2
,±1

2
⟩1 ⊗

|1
2
,±1

2
⟩2 ⊗ |12 ,±

1
2
⟩3 (|12 ,±

1
2
⟩i je svojstveni vektor operatora Szi ).

65. Hamiltonijan interakcije dva spina 1/2 je jednak H = −J(t)S1S2. Odrediti
matriqne elemente H u bazisu {| + +⟩, |s⟩, |t⟩, | − −⟩}. Ukoliko je vremenski

interval spinske interakcije τ , odrediti evolucioni operator U = e−
i
~
∫ τ
0 Hdt

u istom bazisu. Uzeti da je φ = ~
∫ τ
0
J(t)dt. Odrediti i

Ug = e
i
2~πS

z
1 e−

i
2~πS

z
2 U e

i
~πS

z
2 U.
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66. Na qesticu mase m koja se nalazi u beskonaqno dubokoj dvodimenzionalnoj
potencijalnoj jami (0 < x < a, 0 < y < a) deluje perturbacija V (x, y) =
V0 cos

2 πx
a
. Odrediti razdvaja�e tre�eg pobu�enog nivoa u prvom redu teorije

perturbacije.

67. Na�i u prvom redu teorije perturbacije cepa�e prvog pobu�enog nivoa 3D LHO
za perturbaciju H

′
= α(xy + yz + zx).

68. Na�i u prva dva reda teorije perturbacije energiju osnovnog sta�a 2D izotro-
pnog LHO koji je izlo�en perturbaciji H ′ = αx2y2.

69. Odrediti u prvom i drugom redu teorije perturbacije popravku energije prvog
pobu�enog sta�a 1D LHO koji je izlo�en dejstvu perturbacije −qEx.

70. Hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora je jednak H = p2

2m
+ kx2

2
+ αx2

2
.

Tretiraju�i posled�i qlan kao perturbaciju, odrediti popravke energije u
prva dva reda teorije perturbacije. Uporediti dobijeni rezultat sa taqnim
rexe�em u sluqaju α << k.

71. Odrediti popravku energije osnovnog sta�a linearnog harmonijskog oscila-
tora u prvom i drugom redu teorije perturbacije ukoliko na sistem deluje
perturbacija λ sin kx, λ≪ 1.

72. Hamiltonijan sistema jeH = p2

2m
−αδ(x)+bδ(x), a≫ b. Odrediti svojstvene en-

ergije sistema. Smatraju�i bδ(x) perturbacijom, izraqunati energiju osnovnog
sta�a do onog reda teorije perturbacije koji daje taqno rexe�e.

73. Jon se nalazi u kristalnom po	u koji ima formu V = D(x4+y4+z4− 3
5
r4). Ovaj

potencijal deluje na degenerisane d nivoe. Neperturbovane talasne funkcije
su svojstvene funkcije operatora ugaonog momenta Lz, | ± 2⟩ = R(r) sin2 θe±2iφ,

| ± 1⟩ = 2R(r) sin θ cos θe±iφ, |0⟩ =
√

2
3
R(r)(3 cos2 θ − 1).

a) Odrediti matriqne elemente operatora V u ovom bazisu, kao i �egove svo-
jstvene vrednosti i svojstvene vektore. Pokazati da je degeneracija samo de-
limiqno uklo�ena, tj. da postoje samo dve razliqite svojstvene energije.
b) Kada na sistem dodatno deluje konstantno magnetno po	e u z-pravcu, de-
generacija je potpuno uklo�ena. Odrediti svojstvene energije i svojstvene
vektore u ovom sluqaju.

74. Sta�a paramagnetnog jona u kristalnoj rexetki su, u skladu sa teorijom para-
magnetne rezonance, svojstvene funkcije spinskog hamiltonijana:

Hs = aHSz + bHIz +
1

2
D(3 cos2 θ − 1)[S2

z −
1

3
S2] +

+
1

2
D sin 2θ

[
S+(Sz +

1

2
) + S−(Sz −

1

2
)]
]

+
1

4
D sin2 θ(S2

+ + S2
−) + ASzIz +

A

2
(S+I− + S−I+),
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gde su S i I spinski operatori elektona i jezgara, redom, a, b, D, A konstante,
a≪ b, i θ ugao izme�u ose simetrije kristala i pravca magnetnog po	a H. Oz-
naqavaju�i pomo�u |MS,MI⟩, (MS = −S, ..., S;MI = −I, ..., I), svojstvena sta�a
neperturbovanog hamiltonijana H0 = aHSz+bHIz, odrediti popravke energije
u prva dva reda teorije perturbacije.

75. Razmotrimo sistem koji se sastoji od spina elektrona S i dva spina jezgra I1
i I2. Svi spinovi su 1/2.

a. Zanemari�emo interakciju izme�u spinova i pretpostaviti da se oni nalaze
u homogenom magnetnom po	u B paralelnom z - osi. Hamiltonijan sistema
je tada H0 = ΩSz + ωI1z + ωI2z, gde su Ω i ω realne, pozitivne konstante,
proporcionalne |B|. Pretpostavimo da je Ω > 2ω. Odrediti svojstvena sta�a
i dozvo	ene energije sistema.

b. Pretpostavimo da se interakcija izme�u spinova uraqunava novim qlanom
u hamiltonijanu W = a(S · I1 + S · I2), gde je a realna, pozitivna konstanta.
Odrediti nenulte matriqne elemente operatora aS · I1 i aS · I2 izme�u svo-
jstvenih vrednosti hamiltonijana H0.

c. Ukoliko pretpostavimo da je a~2 ≪ ~Ω, tako da W mo�emo da posmatramo
kao perturbaciju u odnosu na H0, odrediti popravke energije u prvom redu
teorije perturbacije.

76. Qestica mase m se nalazi u jednodimenzionalnom potencijalu V (x) = 1
2
mω2x2.

U nerelativistiqkom limesu, kinetiqka energija je jednaka T = p2

2m
. Rela-

tivistiqki, impuls i kinetiqka energija su povezani kao T =
√
p2c2 +m2c4 −

mc2. Odrediti prvu relativistiqku popravku kinetiqke energije (p4 qlan).
Koriste�i tu popravku kao perturbaciju, odrediti popravku energije osnovnog
sta�a u prvom i drugom redu teorije perturbacije.

77. Primeniti varijacioni metod za izraqunava�e osnovnog sta�a vodonikovog
atoma, koriste�i kao probne talasne funkcije slede�e izraze koji imaju sfe-
rnu simetriju,

ψ1 = A1e
−(b/a0)r, ψ2 = A2

1

b2 + ( r
a0
)2
, ψ3 = A3

r

a
e−(b/a0)r,

gde je a0 Borov radijus i b proizvo	na konstanta.

78. Svojstvena funkcija koja odgovara energiji osnovnog sta�a linearnog har-
monijskog oscilatora je oblika Ae−αx

2
. Uz pomo� varijacionog metoda mini-

mizujte energiju prvog pobu�enog sta�a koriste�i pogodno odabranu talasnu
funkciju.

79. Odrediti verovatno�u prelaza atoma vodonika iz sta�a |n, l,m⟩ u |n′, l+1,m′⟩
(|n′, l−1,m′⟩) zbog interakcije dipolnog momenta sa elektriqnim po	em (Hamil-
tonijan interakcije je jednak −qE · r). Smatrati da su integrali In′l′,nl =∫
rR∗

n′l′(r)Rnl(r)dr poznati. Koristiti izraze
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cos θY m
l =

√
(l+1+m)(l+1−m)

(2l+1)(2l+3)

1
2

Y m
l+1 +

√
(l+m)(l−m)
(2l+1)(2l−1)

Y m
l−1 i

sin θY m
l = (−

√
(l+1−m)(l+2−m)

(2l+1)(2l+3)
Y m−1
l+1 +

√
(l+m)(l−1+m)
(2l+1)(2l−1)

Y m−1
l−1 )eiφ.

80. Atom vodonika se nalazi u elektriqnom po	uE = (0, 0, E). Odrediti popravke
energije prvog pobu�enog nivoa (n = 2) u prvom redu teorije perturbacije.
Svojstvene funkcije su

ψ200 =
1

4
√
2π(a0)3/2

(2− r

a0
)e−r/2a0 , (2.6)

ψ210 =
1

4
√
2π(a0)3/2

r

a0
e−r/2a0 cos θ,

ψ21±1 =
1

4
√
2π(a0)3/2

r

a0
e−r/2a0 sin θe±iφ.

81. Na 1D LHO deluje vremenski zavisna perturbacija λW (t),

W (t) =

{
−qEx za t ∈ [0, τ ],

0 za t < 0 i t > τ,

gde je q naelektrisa�e, E homogeno elektriqno po	e, i x̂ opservabla koordi-
nate. Odrediti verovatno�u prelaza, P01, iz osnovnog u prvo pobu�eno sta�e
koriste�i prvi red teorije vremenski zavisne perturbacije. Izraqunati P02

u prvom i drugom redu teorije vremenski zavisne perturbacije.

82. Na 1D LHO deluje vremenski zavisna perturbacija λW (t),

W (t) =

{
x, za t ∈ [0, τ ],

0, za t < 0 i t > τ,

gde je x̂ opservabla koordinate. Odrediti verovatno�u prelaza iz sta�a |ψ⟩ =
1√
2
(|0⟩ + |1⟩) u prvo i drugo pobu�eno sta�e u prvom redu teorije vremenski

zavisne perturbacije.

83. Razmotrimo atomski nivo ugaonog momenta J = 1 na koji deluju elektriqno
i magnetno po	e, oba paralelna sa z - osom. Mo�e se pokazati da postoje
tri energet ska nivoa qija su svojstvena sta�a |φM⟩ (M = −1, 0, 1) ujedno i
svojstvena sta�a operatora Jz. Na ovaj sistem deluje vremenski zavisna per-
turbacija W (t) = λ(J+e

−iωt + J−e
iωt).

a. Ako talasna funkcija evoluira po zakonu |φ(t)⟩ =
∑1

M=−1 bM(t)e−iEM t/~|φM⟩,
napisati sistem diferencijalnih jednaqina koji zadovo	ava bM(t).

b. Ako se u poqetnom trenutku, t = 0, sistem nalazio u sta�u |φ−1⟩, odred-
iti verovatno�u v−1→1(t) do onog reda teorije perturbacije koji daje nenulto
rexe�e.
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84. Kruti rotator u ravni Hamiltonijana H = L2
z/(2I) − aLz (a je dimenziona

konstanta) se nalazi u osnovnom sta�u |0⟩. �egov dipolni moment je jednak
d = dez. Na rotator deluje vremenski zavisno elektriqno po	e du� z-ose:

E(t) =

{
0, za t < 0,

E0e
−t/τ cosφ, za t > 0.

E0 i τ su pozitivne konstante. Na�i do drugog reda teorije verovatno�e
prelaze iz osnovnog u pobu�ena sta�a.

85. Razmatramo sistem sa dva nivoa. Svojstvena sta�a Hamiltonijana H0 su oz-
naqena kao |1⟩ i |2⟩ i �ihove svojstvene vrednosti su 0 i ~ω0, redom. Neka na

sistem deluje perturbacija H ′ oblika ~
(

0 Ω cos(ωt)
Ω cos(ωt) 0

)
. Neka se sis-

tem u trenutku t = 0 (pre nego xto je perturbacija poqela da deluje) nalazio
u sta�u |1⟩.
a). Kolika je verovatno�a da se sistem posle vremena t na�e u sta�u |1⟩ (|2⟩)?
Da biste naxli verovatno�e prelaza, koristiti Xredingerovu jednaqinu u

rotacionoj slici, gde je H1 = ~
(

0 0
0 ω

)
a unitarna evolucija U = e−iH1t/~,

kao i rotating wave aproximation koja zanemaruje sve eksponencijalne qlanove
sa frekvencijom 2ω.

b). Razmotrimo prvo π puls koji odgovara uk	uqiva�u po	a u t = 0 i isk	uqi-
va�u u T = π/Ω. Kolika je verovatno�a prelaza u sta�e |2⟩ u trenutku T?
v). Potom razmatramo π/2 puls koji odgovara uk	uqiva�u po	a u t = 0 i
isk	uqiva�u u T = π/(2Ω). Kolika je verovatno�a prelaza u sta�e |2⟩ u
trenutku T?
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Glava 3

Rexe�a

3.1 Uvodni zadaci iz verovatno�e

1. Verovatno�a da dobijemo bilo koji broj pri baca�u kocke je ista i iznosi
p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 = 1

6
. Sred�a vrednost veliqine A, broja koji je

izaxao pri baca�u kocke iznosi

⟨A⟩ =
6∑

k=1

pk ak =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

21

6
=

7

2
. (3.1)

2.
⟨x⟩ =

∑
k

pk xk ≥
∑
k

pk xmin =
(∑

k

pk
)
xmin = xmin, (3.2)

⟨x⟩ =
∑
k

pk xk ≤
∑
k

pk xmax =
(∑

k

pk
)
xmax = xmax. (3.3)

3.

∆2(A+B) = ⟨(A+B)2⟩ − ⟨A+B⟩2 = ⟨A2 +B2 − 2AB⟩ − (⟨A⟩+ ⟨B⟩)2

= ⟨A2⟩+ ⟨B2⟩+ 2⟨A⟩⟨B⟩ − ⟨A⟩2 − ⟨B⟩2 − 2⟨A⟩⟨B⟩
= ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 + ⟨B2⟩ − ⟨B⟩2

= ∆2(A) + ∆2(B). (3.4)

4. Verovatno�a da otka�e taqno pet delova aparata ako se aparat uk	uqi jedanput
jednaka je proizvodu verovatno�e da taqno pet delova otka�e i verovatno�e da
taqno pet delova ostanu ispravna pomno�eno faktorom

(
10
5

)
koji govori na

koliko naqina se to otkaziva�e mo�e desiti,(
10

5

)
p5(1− p)5. (3.5)

Verovatno�a da se to desi ukoliko se aparat uk	uquje 100 puta jednaka je

100

(
10

5

)
p5(1− p)5. (3.6)
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5. Normira�em gustine verovatno�e na jedinicu dobijamo konstantu A,∫ 100

0

f(x)dx =

∫ 100

0

Adx = A

∫ 100

0

dx = 100A = 1⇒ A =
1

100
. (3.7)

Verovatno�a da dobijemo vrednost x u intervalu (0, 5) i sred�a vrednost veli-
qine x su

P (x ∈ (0, 5)) =

∫ 5

0

1

100
dx =

1

100

∫ 5

0

dx =
1

100
5 =

1

20
, (3.8)

⟨x⟩ =
∫ 100

0

1

100
xdx =

x2

2 · 100

∣∣∣100
0

= 50. (3.9)

6. Normira�em gustine verovatno�e dobijamo konstantu∫ ∞

0

Ae−axdx = 1 =
A

a

∫ ∞

0

e−axd(ax) = −A
a
e−ax

∣∣∣∞
0

=
A

a
= 1⇒ A = a. (3.10)

Verovatno�a da se veliqina x nalazi u intervalu (5, 10) iznosi

P (x ∈ (5, 10)) =

∫ 10

5

ae−axdx = −a
a

∫ 10

5

e−axd(ax) = e−ax
∣∣∣10
5

= e−5a − e−10a.

(3.11)
Sred�a vrednost veliqine x jednaka je

⟨x⟩ =
∫ ∞

0

ae−axxdx. (3.12)

Parcijalnom integracijom
∫
udv = uv −

∫
vdu, gde je u = ax, du = adx, dv =

e−axdx i v = − 1
a
e−ax, sred�a vrednost ⟨x⟩ postaje

⟨x⟩ = ax(−1

a
e−ax)

∣∣∣∞
0
+

∫ ∞

0

adx
1

a
e−ax =

∫ ∞

0

e−axdx

= −1

a
e−ax

∣∣∣∞
0

=
1

a
. (3.13)

7. Normira�em nalazimo vrednost konstante A∫ ∞

−∞
Ae−bx

2

dx = A

∫ ∞

−∞
e−bx

2

dx = A

√
π

b
= 1⇒ A =

√
b

π
, (3.14)

gde smo iskoristili rexe�e Poasonovog integrala
∫∞
−∞ e−bx

2
dx =

√
π
b
.

⟨x⟩ =
√
b

π

∫ ∞

−∞
xe−bx

2

dx = 0 (3.15)

jer imamo neparnu funkciju na simetriqnom domenu.

⟨x2⟩ =
√
b

π

∫ ∞

−∞
x2e−bx

2

dx = 2

√
b

π

∫ ∞

0

x2e−bx
2

dx. (3.16)
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Uvo�e�em smene t = bx2, integral se transformixe u

⟨x2⟩ = 2

√
b

π

∫ ∞

0

√
t

b
e−t

1

2b
dt =

1

b
√
π

∫ ∞

0

t
1
2 e−tdt

=
1

b
√
π
Γ(

3

2
) =

1

2b
√
π
Γ(

1

2
) =

1

2b
√
π

√
π =

1

2b
, (3.17)

gde smo prepoznali i iskoristili gama funkciju i osobine gama funkcije
Γ(n+1) =

∫∞
0
tne−tdt, Γ(n+1) = nΓ(n), Γ(1

2
) =
√
π. Sada mo�emo da izraqunamo

disperziju veliqine x

∆x =
√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =

√
1

2b
. (3.18)

8. Normira�em dobijamo slede�u jednaqinu

1 =

∫ ∞

−∞
Ae−bx

2−cxdx = A

∫ ∞

−∞
e−b(x

2+ c
b
x+ c2

4b2
)e

c2

4b2 dx = Ae
c2

4b2

∫ ∞

−∞
e−b(x+

c
2b

)2dx.

(3.19)
Smenom t = x+ c

2b
, dobijamo

Ae
c2

4b2

∫ ∞

−∞
e−bt

2

dt = Ae
c2

4b2

√
π

b
= 1⇒ A =

√
b

π
e−

c2

4b2 . (3.20)

Sred�a vrednost veliqine x je

⟨x⟩ =
√
b

π
e−

c2

4b2 e
c2

4b2

∫ ∞

−∞
xe−b(x+

c
2b

)2dx. (3.21)

Smenom t = x+ c
2b
, izraz se transformixe u

⟨x⟩ =

√
b

π

∫ ∞

−∞
(t− c

2b
)e−bt

2

dt =

√
b

π

(∫ ∞

−∞
te−bt

2

dt− c

2b

∫ ∞

−∞
e−bt

2

dt
)

= −
√
b

π

c

2b

∫ ∞

−∞
e−bt

2

dt = −
√
b

π

c

2b

√
π

b
= − c

2b
. (3.22)

Iskoristili smo da je,
∫∞
−∞ te−bt

2
dt = 0, integral neparne funkcije na simet-

riqnom domenu jednak 0.

⟨x2⟩ =

√
b

π

∫ ∞

−∞
x2e−b(x+

c
2b

)2dx

=

√
b

π

∫ ∞

−∞
(t− c

2b
)2e−b(x+

c
2b

)2dx

=

√
b

π

(∫ ∞

−∞
t2e−bt

2

dt− c

b

∫ ∞

−∞
te−bt

2

dt+
c2

4b2

∫ ∞

−∞
e−bt

2

dt
)

= 2

√
b

π

∫ ∞

0

t2e−bt
2

dt+
c2

4b2

√
b

π

√
π

b
=

1

2b
+

c2

4b2
. (3.23)
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Iskoristili smo
∫∞
−∞ te−bt

2
dt = 0,

∫∞
−∞ e−bt

2
dt =

√
π
b
i
∫∞
0
t2e−bt

2
dt = 1

4b

√
π
b
.

Sada konaqno dobijamo

∆x =

√
1

2b
+

c2

4b2
− c2

4b2
=

√
1

2b
. (3.24)

3.2 Operatori

1.

[AB,C] = ABC−CAB = ABC−ACB+ACB−CAB = A[B,C]+[A,C]B. (3.25)

2.

[A,BC] = ABC−BCA = ABC−BAC+BAC−BCA = [A,B]C+B[A,C]. (3.26)

3. [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]]
= [A,BC − CB] + [B,CA− AC] + [C,AB −BA]
= ABC − ACB −BCA+ CBA+BCA−BAC − CAB + ACB + CAB − CBA
− ABC +BAC = 0.

4. Dokaza�emo ovo tvr�e�e indukcionom procedurom:

BAZA INDUKCIJE : za m = 1⇒ [A,B] = 0, uslov zadatka,

INDUKTIVNI KORAK : [Am, B] = 0⇒ [Am+1, B] = 0. (3.27)

Zadatak (2.1) nam ka�e da je

[Am+1, B] = A[Am, B] + [A,B]Am = 0, (3.28)

poxto je [A,B] = 0 i [Am, B] = 0, na osnovu qega zak	uqujemo da tvr�e�e va�i
za ∀m ∈ N .

5.

BAZA INDUKCIJE : za m = 1⇒ [A,B] = [A,B],

INDUKTIVNI KORAK : [Am, B] = mAm−1[A,B]

⇒ [Am+1, B] = (m+ 1)Am[A,B]. (3.29)

Na osnovu zadatka (2.4) znamo da iz [A, [A,B]] = 0 ⇒ [Am, [A,B]] = 0, tj.
[A,B]Am = Am[A,B], tako da je

[Am+1, B] = A[Am, B] + [A,B]Am

= mAm[A,B] + [A,B]Am = mAm[A,B] + Am[A,B]

= (m+ 1)Am[A,B]. (3.30)
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6.

[A,AeiB] = A[A, eiB] + [A,A]eiB = A[A,
∞∑
n=0

1

n!
(iB)n]. (3.31)

Kako je [A,B] = i, [A,B2] = [A,B]B + B[A,B] = 2iB i [A,B3] = B[A,B2] +
[A,B]B2 = 3iB, imamo osnova da pretpostavimo da je [A,Bn] = niBn−1. Ovu
pretpostavku mo�emo da doka�emo indukcionom procedurom.

BAZA INDUKCIJE : m = 1⇒ [A,B] = i,

INDUKTIVNI KORAK : [A,Bn] = niBn−1 ⇒ [A,Bn+1] = (n+ 1)iBn.

(3.32)

[A,Bn+1] = B[A,Bn] + [A,B]Bn

= BniBn−1 + iBn = (n+ 1)iBn. (3.33)

Sada kada smo dokazali naxu pretpostavku, vratimo se izrazu (3.31)

[A,AeiB] = A[A,
∞∑
n=0

1

n!
(iB)n] =

∞∑
n=0

1

n!
inA[A,Bn]

=
∞∑
n=0

1

n!
inAniBn−1 = A

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
in−1i2Bn−1. (3.34)

Ako napravimo smenu m = n− 1 komutator je jednak

[A,AeiB] = −A
∞∑
m=0

1

m!
imBm = −AeiB. (3.35)

7. PRVI NAQIN

eiπA =
∞∑
n=0

1

n!
(iπA)n

=
∞∑
k=0

1

(2k)!
i2kπ2k +

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
i2k+1π2k+1A

=
∞∑
k=0

1

(2k)!
(−1)kπ2k + i

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
(−1)kπ2k+1A. (3.36)

Iskoristili smo da je A2k = I i A2k+1 = A2kA = A. Ako se setimo da va�e
slede�i identiteti,

cosφ =
∞∑
n=0

1

(2n)!
(−1)nφ2n i sinφ =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
(−1)nφ2n+1, (3.37)

nax izraz se transformixe u

eiπA = cos πI + i sin πA = −I. (3.38)
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DRUGI NAQIN

Svojstveni problemi operatora A i A2 su

Aψ = λψ, A2ψ = λ2ψ. (3.39)

Kako znamo da je A2 = I, svojstveni problem operatora A2 je zapravo svojstveni
problem jediniqnog operatora I, qija je svojstvena vrednost 1,

λ2 = 1⇒ λ = ±1. (3.40)

Ako su spektralna forma operatora A i razlaga�e jedinice,

A = 1P1 − 1P−1, I = P−1 + P1, (3.41)

gde su P1 i P−1 projektori za svojstvene vrednosti 1 i -1, redom, onda je spek-
tralna forma operatora f(A)

f(A) = f(1)P1 + f(−1)P−1. (3.42)

Kako je f(A) u naxem sluqaju eiπA, zak	uqujemo da va�i

eiπA = eiπP1 + e−iπP−1 = −1P−1 − 1P1 = −I. (3.43)

8.

d

dλ
(AB) = lim

ϵ→0

A(λ+ ϵ)B(λ+ ϵ)− A(λ)B(λ)

ϵ

= lim
ϵ→0

A(λ+ ϵ)B(λ+ ϵ)− A(λ)B(λ+ ϵ) + A(λ)B(λ+ ϵ)− A(λ)B(λ)

ϵ

= lim
ϵ→0

A(λ+ ϵ)− A(λ)
ϵ

B(λ+ ϵ) + A(λ) lim
ϵ→0

B(λ+ ϵ)−B(λ)

ϵ

=
dA(λ)

dλ
lim
ϵ→0

B(λ+ ϵ) + A(λ)
dB(λ)

dλ

=
dA(λ)

dλ
B(λ) + A(λ)

dB(λ)

dλ
. (3.44)

Ako je B = A−1 jednaqina (3.44) dobija oblik

d

dλ
(AA−1) =

dA(λ)

dλ
A−1(λ) + A(λ)

dA−1(λ)

dλ
. (3.45)

Kako je d
dλ
(AA−1) = d

dλ
(I) = 0, imamo

A(λ)
dA−1(λ)

dλ
= −dA(λ)

dλ
A−1(λ). (3.46)

Mno�e�i obe strane jednakosti operatorom A(λ)−1 sa leve strane, sti�emo do
rexe�a zadatka

dA−1(λ)

dλ
= −A−1dA(λ)

dλ
A−1(λ). (3.47)
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9. Uvex�emo operator,
g(A,B, α) = eαBAe−αB, (3.48)

i razvi�emo ga u red,

g(A,B, α) =
∞∑
n=0

αn

n!

dgn

dαn

∣∣∣
α=0

. (3.49)

Kako va�e slede�e jednakosti d0g
dα0 = A,1

dg

dα
= BeαBAe−αB + eαBA(−B)e−αB

= BeαBAe−αB − eαBAe−αBB = [B, eαBAeαB]

= eαB[B,Ae−αB] + [B, eαB]Ae−αB

= eαB[B,Ae−αB]

= eαBA[B, e−αB] + eαB[B,A]e−αB

= eαB[B,A]e−αB, (3.50)

dg2

dα2
=

d

dα
(eαB[B,A]e−αB)

= BeαB[B,A]e−αB − eαB[B,A]e−αBB = Bg

= [B, eαB[B,A]e−αB], (3.51)

nije texko na osnovu ovog zak	uqiti da je

dgn

dαn
= [B, ...[B︸ ︷︷ ︸

n− 1

, eαB[B,A]e−αB]...], (3.52)

xto nam daje
dgn

dαn

∣∣∣
α=0

= [B, ...[B︸ ︷︷ ︸
n− 1

, [B,A]]...]. (3.53)

Ako uvrstimo prethodno dobijene rezultate u g(A,B, 1)

g(A,B, 1) = eBAe−B =
∞∑
n=0

1

n!
[B, ...[B︸ ︷︷ ︸

n− 1

, [B,A]]...], (3.54)

dobijamo tvr�e�e datog zadatka.

10. Ukoliko izraz iz teksta zadatka pomno�imo sa desne strane operatorom e−H ,
dobijamo

A− eHAe−H =

∫ 1

0

dλeλH [A,H]e−λH . (3.55)

1Iskoristili smo da operatori B i e−αB komutiraju, xto je jasno iz qi�enice da je e−αB

stepena funkcija od B, a [B,Bn] = 0 za bilo koji stepen n.
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Ukoliko iskoristimo rezultat prethodnog zadatka, izraz 3.55 mo�emo da razvi-
jemo u red

A−
∞∑
n=0

1

n!
[H, ...[H︸ ︷︷ ︸

n

, A]...] = −
∫ 1

0

dλ

∞∑
n=0

λn

n!
[H, ...[H︸ ︷︷ ︸

n

, [H,A]]...] (3.56)

Integra	e�em desne strane prethodne jednaqine po λ dobijamo

−
∞∑
n=1

1

n!
[H, ...[H︸ ︷︷ ︸

n

, A]...] = −
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
[H, ...[H︸ ︷︷ ︸

n

, [H,A]]...] (3.57)

Smenom m→ n+ 1 na desnoj strani jednakosti,

−
∞∑
n=1

1

n!
[H, ...[H︸ ︷︷ ︸

n

, A]...] = −
∞∑
m=1

1

(m)!
[H, ...[H︸ ︷︷ ︸

m

, A]...], (3.58)

vidimo da su leva i desna strana jednaqine identiqne, qime smo dobili tvr�e�e
zadatka.

11. Dokaz matematiqkom indukcijom

BAZA INDUKCIJE : m = 1⇒ [A,B] =
0∑
s=0

A0[A,B]A1−0−1 = [A,B].

INDUKTIVNI KORAK : [Am, B] =
m−1∑
s=0

As[A,B]Am−s−1

⇒ [Am+1, B] =
m∑
s=0

As[A,B]Am−s.

(3.59)

Kako je

[Am+1, B] = [Am, B]A+ Am[A,B] =
m−1∑
s=0

As[A,B]Am−s−1 + Am[A,B]

=
m∑
s=0

As[A,B]Am−s, (3.60)

tvr�e�e je dokazano.

12. Uvex�emo funkciju T (t) = etAetB. Izvod te funkcije po parametru t je

dT

dt
= AetAetB + etABetB = (A+ etABe−tA)etAetB

= (A+ etABe−tA)T (t). (3.61)
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Operator etAB mo�emo da napixemo kao

etAB = [etA, B] +BetA, (3.62)

gde je [etA, B] komutator koji mo�emo da uprostimo. Da bismo �ega izraqunali
moramo da iskoristimo rezultat prethodnog zadatka

[etA, B] =
∞∑
n=0

1

n!
(tA)n, B] =

∞∑
n=0

tn

n!
[An, B]

=
∞∑
n=0

tn

n!

n−1∑
k=0

Ak[A,B]An−k−1. (3.63)

Zadatak 4 nam ka�e da ukoliko va�i implikacija

[[A,B], A] = 0⇒ [[A,B], An−k−1] = 0, (3.64)

mo�emo da napixemo [A,B]An−k−1 = An−k−1[A,B] tako da se nax komutator
transformixe u

[etA, B] =
∞∑
n=0

tn

n!

n−1∑
k=0

AkAn−k−1[A,B] =
∞∑
n=0

tn

n!

n−1∑
k=0

An−1[A,B]

=
∞∑
n=0

tn

n!
nAn−1[A,B] = t

∞∑
n=1

tn−1

(n− 1)!
An−1[A,B]

= tetA[A,B] = t[A,B]etA. (3.65)

Sada imamo etAB = t[A,B]etA +BetA, tako da je

etABe−tA = t[A,B]etAe−tA = BetAe−tA = t[A,B] +B, (3.66)

i jednaqina (3.61) dobija oblik

dT (t)

dt
= (A+B + t[A,B])T (t)⇒ dT (t)T−1 = (A+B + t[A,B])dt. (3.67)

Kako je [dT (t)
dt
, T (t)] = 0, posled�u jednaqinu mo�emo integraliti u zajedniqkom

svojstvenom bazisu kao da figurixu brojevi i dobijamo

T (t) = e(A+B)t+ t2

2
[A,B]. (3.68)

Za t = 1 dobijamo

eAeB = eA+B+
[A,B]

2 , (3.69)

xto se i tra�ilo.
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13. LINEARNOST

− i~ d
dx

(αf(x) + βg(x)) = −i~αdf(x)
dx
− i~βdg(x)

dx
(3.70)

HERMITIQNOST

Operator p je hermitski akko va�i (f, p g) = (p f, g).

(f, p g) = −i~
∫ b

a

f ∗(x)
dg(x)

dx
dx = −i~

∫ b

a

f ∗(x)dg

= −i~
[
f ∗(x)g(x)

∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∫ b

a

df ∗

dx
g(x)dx

]

= i~(
df

dx
, g) = (−i~ d

dx
f, g)

= (pf, g). (3.71)

14. Kako operatori A i B komutiraju, imaju zajedniqki svojstveni bazis. Svo-
jstveni problem operatora A je

det |A− λI| = 0⇒ det |A− λI| = 1

2

∣∣∣∣∣∣
3− λ′ 1 0

1 3− λ′ 0
0 0 4− λ′

∣∣∣∣∣∣ , λ′ = 2λ. (3.72)

Rexe�a ove svojstvene jednaqine su

λ′1,2 = 4, λ′3 = 2⇒ λ1,2 = 2, λ3 = 1. (3.73)

Rexava�emo prvo svojstveni problem za svojstvenu vrednost 1, A|1⟩ = 1|1⟩,

1

2

 3 1 0
1 3 0
0 0 4

 a
b
c

 =

 a
b
c

⇒
 3a+ b = 2a

a+ 3b = 2b
4c = 2c

⇒ a = −b, c = 0. (3.74)

Normira�em svojstvenog vektora dobijamo

|1⟩ = 1√
2

 1
−1
0

 . (3.75)

Mo�emo da proverimo da je ovaj vektor svojstveni vektor za svojstvenu vred-
nost 1 operatora B.

U potprostoru Vλ=2 postoje dva bazisna vektora. �ih nalazimo iz jednaqine

1

2

 3 1 0
1 3 0
0 0 4

 a
b
c

 =

 a
b
c

⇒
 3a+ b = 4a

a+ 3b = 4b
4c = 4c

⇒ a = b, c - proizvo	no.

(3.76)
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Sada nalazimo bazisne vektore potprostora Vλ=2,

|2, 1⟩ = 1√
2

 1
1
0

 , |2, 2⟩ =

 0
0
1

 . (3.77)

Ovi vektori nisu svojstveni za operator B tako da moramo rexiti svojstveni
problem redukovanog operatora B u potprostoru Vλ=2. Projektor za svojstvenu
vrednost 2 je

Pλ=2 = |2, 1⟩⟨2, 1|+ |2, 2⟩⟨2, 2| =
1

2

 1 1 0
1 1 0
0 0 2

 . (3.78)

Redukovani B operator je onda

B2 = Pλ=2BPλ=2 = P 2
λ=2B = Pλ=2B =

1

6

 5 5 −2
5 5 −2
−2 −2 8

 . (3.79)

Svojstvene vrednosti B2 su

det |B2 − λI| = 0⇒ det |B − λI| = 1

6

∣∣∣∣∣∣
5− 6λ 5 −2

5 5− 6λ −2
−2 −2 8− 6λ

∣∣∣∣∣∣ . (3.80)

Rexe�a ove svojstvene jednaqine su

λ1 = 1, λ2 = 1, (3.81)

dok su svojstveni vektori, obele�i�emo ih kao |2⟩ i |3⟩,

|2⟩ = 1√
6

 1
1
2

 , |3⟩ = 1√
3

 1
1
−1

 . (3.82)

Ovi vektori su svojstveni i za operator A. Operatori A i B u bazisu
{|1⟩, |2⟩, |3⟩} imaju oblik

A =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 , B =

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

 . (3.83)

15. Postoji ortonormirani bazis β = {|i⟩}, pa je

Tr(|u⟩⟨v|) =
∑
i

⟨i|u⟩⟨v|i⟩ =
∑
i

⟨v|i⟩⟨i|u⟩ = ⟨v|
(∑

i

|i⟩⟨i|
)
|u⟩ = ⟨v|u⟩. (3.84)

Iskoristili smo da je
∑

i |i⟩⟨i| = I, zato xto je to izraz za dekompoziciju
jedinice u Dirakovoj notaciji.
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16. Operator H je hermitski ukoliko va�i ⟨x|Hy⟩ = ⟨Hx|y⟩. Kako je

⟨x|A†Ay⟩ = ⟨(A†)†x|Ay⟩ = ⟨Ax|Ay⟩ = ⟨A†Ax|y⟩ (3.85)

i
⟨x|AA†y⟩ = ⟨A†x|A†y⟩ = ⟨(A†)†A†x|y⟩ = ⟨AA†x|y⟩, (3.86)

zak	uqujemo da su operatori AA† i A†A hermitski. Operatori su pozitivni
jer je sred�a vrednost svakog vektora x ve�a od nule

⟨x|A†Ax⟩ = ⟨(A†)†x|Ax⟩ = ⟨Ax|Ax⟩ = |Ax|2 ≥ 0, (3.87)

⟨x|AA†x⟩ = ⟨A†x|A†x⟩ = |A†x|2 ≥ 0. (3.88)

Na osnovu

Tr(A†A) =
∑
i

⟨i|A†A|i⟩ =
∑
i

⟨Ai|Ai⟩ =
∑
i

|Ai|2, (3.89)

Tr(AA†) =
∑
i

⟨i|AA†|i⟩ =
∑
i

⟨A†i|A†i⟩ =
∑
i

|A†i|2, (3.90)

zak	uqujemo da je Tr(A†A) = 0 akko je |Ai|2 = 0 za ∀i i Tr(AA†) = 0 akko je
|A†i|2 = 0 za ∀i. To je mogu�e samo kako je A = 0 ⇒ A† = 0. Sa druge strane,
ako je A = 0, jasno je da je |Ai|2 = 0 za ∀i i |A†i|2 = 0 za ∀i, tako da je onda
Tr(A†A) = Tr(AA†) = 0.

17. a) Operator A u svojstvenom bazisu se mo�e napisati u obliku A =
∑

ℓ aℓ|ℓ⟩⟨ℓ|
tako da je

⟨m|A|n⟩ = ⟨m|
∑
ℓ

aℓ|ℓ⟩ ⟨ℓ|n⟩︸︷︷︸
δℓn

= ⟨m|
∑
ℓ

δℓnaℓ|ℓ⟩ = an ⟨m|n⟩︸ ︷︷ ︸
δnm

= anδnm. (3.91)

b) Ako je operator A unitaran va�i AA† = I. Operatori A i A† u svo-
jstvenom bazisu izgledaju kao A =

∑
ℓ aℓ|ℓ⟩⟨ℓ| i A† =

∑
k a

∗
k|k⟩⟨k|, tako da uslov

unitarnosti postaje

I = AA† =
∑
ℓ, k

aℓ a
∗
k|ℓ⟩ ⟨ℓ|k⟩︸︷︷︸

δℓ k

⟨k| =
∑
ℓ, k

δℓ k aℓ a
∗
k|ℓ⟩⟨k| =

∑
ℓ

|aℓ|2|ℓ⟩⟨ℓ|. (3.92)

Sa druge strane, ako se setimo da je dekompozicija jedinice

I =
∑
ℓ

|ℓ⟩⟨ℓ|, (3.93)

uslov unitarnosti postaje |aℓ| = 1, ∀ℓ ⇒ aℓ = eiφℓ , ∀ℓ. Sada mo�emo da
izraqunamo matriqni element ⟨m|A|n⟩, koji je jednak

⟨m|A|n⟩ = ⟨m|
∑
ℓ

eiφℓ|ℓ⟩ ⟨ℓ|n⟩︸︷︷︸
δℓ n

= ⟨m|
∑
ℓ

eiφℓδℓ n|ℓ⟩ = eiφn⟨m|n⟩ = eiφnδmn. (3.94)
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v) Kada je A projektor, mo�e se napisati u formi A =
∑

ℓ |ℓ⟩⟨ℓ|, ali treba
znati da ovo nije dekompozicija jedinice, jer nisu svi vektori bazisa svo-
jstveni za A, tako da je

⟨m|A|n⟩ = ⟨m|
∑
ℓ

|ℓ⟩⟨ℓ|n⟩ =
{

0, ako |n⟩ nije sv. vektor A,
δmn, ako jeste.

(3.95)

18.

Tr(A+B) =
∑
n

⟨n|A+B|n⟩ =
∑
n

⟨n|A|n⟩+
∑
n

⟨n|B|n⟩ = TrA+ TrB. (3.96)

Tr(AB) =
∑
k

⟨k|AB|k⟩ =
∑
k

⟨k|AIB|k⟩ =
∑
k

⟨k|A
∑
n

|n⟩⟨n|B|k⟩

=
∑
n, k

⟨k|A|n⟩⟨n|B|k⟩ =
∑
n, k

⟨n|B|k⟩⟨k|A|n⟩

=
∑
n

⟨n|B
(∑

k

|k⟩⟨k|
)

︸ ︷︷ ︸
Ovo je I

A|n⟩

=
∑
n

⟨n|BA|n⟩ = Tr(BA). (3.97)

19. Ako radimo u svojstvenom bazisu operatora A

detA =
∏
n

an, eTr lnA = e
∑

n ln an = eln
∏

n an =
∏
n

an. (3.98)

20. Adjungovani operator operatora a je

a† =
1√
2
(

√
mω

~
x− i√

mω~
p). (3.99)

Znaju�i da su jedine nenulte komutacione relacije [x, p] = i~ i [p, x] = i~, dok
je [x, x] = 0 i [p, p] = 0, mo�emo da izraqunamo komutator [a, a†] na slede�i
naqin

[a, a†] = [
1√
2
(

√
mω

~
x+

i√
mω~

p),
1√
2
(

√
mω

~
x− i√

mω~
p)

=
mω

2~
[x, x]− i

2~
[x, p] +

i

2~
[p, x] +

1

2mω~
[p, p] (3.100)

= − i

2~
i~+

i

2~
(−i~) = 1. (3.101)

Sada je lako izraqunati komutatore [N, a],

[N, a] = [a†a, a] = a†[a, a] + [a†, a]a = −a, (3.102)
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i [N, a†],

[N, a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] + [a†, a†]a = a†. (3.103)

Potrebno je da Hamiltonijan H izrazimo pomo�u operatora kreacije i anihi-
lacije,

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2. (3.104)

Kako je

x =

√
~

2mω
(a+ a†),

p = −i
√
mω~
2

(a− a†), (3.105)

lako dobijamo

x2 =
~

2mω
(a+ a†)2 =

~
2mω

(aa+ aa† + a†a+ a†a†),

p2 = −mω~
2

(a− a†)2 = −mω~
2

(aa− aa† − a†a+ a†a†). (3.106)

Sada je

H = −mω~
4m

(aa− aa† − a†a+ a†a†) +
~mω2

4mω
(aa+ aa† + a†a+ a†a†)

=
~ω
4
(−aa+ aa† + a†a− a†a†) + ~ω

4
(aa+ aa† + a†a+ a†a†)

=
~ω
2
(aa† + a†a). (3.107)

Ukoliko iskoristimo da je aa†+a†a = [a, a†]+2a†a = 2a†a+1 = 2N+1, dobijamo

H = ~ω(N +
1

2
). (3.108)

21.

[x̂, Û(a)] = [x̂,
∞∑
n=0

1

n!
(−iap̂

~
)n] =

∞∑
n=0

1

n!
(−ia

~
)n[x̂, p̂n]. (3.109)

Da bismo izraqunali komutator [x̂, Û(a)], potrebno nam je da znamo koliko je
[x̂, p̂n]. Kako je [x̂, p̂] = i~,

[x̂, p̂2] = p̂[x̂, p̂] + [x̂, p̂]p̂ = i~p̂+ i~p̂ = 2i~p̂, (3.110)

[x̂, p̂3] = p̂[x̂, p̂2] + [x̂, p̂]p̂2 = p̂ ∗ 2i~p̂+ i~p̂2 = 3i~p̂2, (3.111)
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imamo osnova da pretpostavimo da je [x̂, p̂n] = ni~p̂n−1. Tu pretpostavku �emo
dokazati matematiqkom indukcijom.

BAZA INDUKCIJE : n = 1⇒ [x̂, p̂] = i~.
INDUKTIVNI KORAK : [x̂, p̂n] = nip̂n−1 ⇒ [x̂, p̂n+1] = (n+ 1)ip̂n.

(3.112)

[x̂, p̂n+1] = p̂ [x̂, p̂n] + [x̂, p̂] p̂n

= p̂nip̂n−1 + ip̂n = (n+ 1)ip̂n. (3.113)

Kada smo izraqunali [x̂, p̂n], mo�emo da se vratimo komutatoru [x̂, Û(a)]

[x̂, Û(a)] =
∞∑
n=0

1

n!
(−ia

~
)nni~p̂n−1 =

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
(−ia

~
)ni~p̂n−1

︸ ︷︷ ︸
napravimo smenu m = n− 1

=
∞∑
m=0

1

m!
(−ia

~
)m+1p̂mi~ = a

∞∑
m=0

1

m!
(−iap̂

~
)m

= aÛ(a). (3.114)

Na osnovu jednaqine (3.114) vidimo da je x̂Û(a) = aÛ(a) + Û(a)x̂. Ako sa x̂Û(a)
delujemo na svojstveni vektor |x⟩ i iskoristimo da je x̂|x⟩ = x|x⟩,

x̂Û(a)|x⟩ = (aÛ(a) + Û(a)x̂)|x⟩ = (aÛ(a) + Û(a)x)|x⟩ = (x+ a)Û(a)|x⟩, (3.115)

vidimo da je Û(a)|x⟩ svojstveni vektor operatora x̂ za svojstvenu vrednost x,
pa je

Û(a)|x⟩ = |x+ a⟩. (3.116)

22. a) Za malu vrednost parametra ϵ dobijamo

⟨x|Û(ϵ)︸ ︷︷ ︸
⟨x− ϵ|

|ψ⟩ = ⟨x− ϵ|ψ⟩ = ψ(x− ϵ) = ψ(x)− ϵdψ
dx
. (3.117)

Sa druge strane, kako za male vrednosti ϵ va�i

Û(ϵ) = e−iϵ
p̂
~ = I − iϵp̂

~
, (3.118)

dobijamo

⟨x|Û(ϵ)|ψ⟩ = ⟨x|I − iϵp

~
|ψ⟩ = ⟨x|ψ⟩ − iϵ

~
⟨x|p̂|ψ⟩ = ψ(x)− iϵ

~
⟨x|p̂|ψ⟩, (3.119)

xto nam daje

⟨x|p̂|ψ⟩ = −i~dψ
dx
. (3.120)
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b)
⟨x|x̂|ψ⟩ = ⟨x|x|ψ⟩ = x⟨x|ψ⟩ = xψ(x). (3.121)

v)
⟨x|x̂|x′⟩ = ⟨x|x′|x′⟩ = x′⟨x|x′⟩ = x′δ(x− x′). (3.122)

Zadaci g) i d) su predvi�eni za samostalan rad.

23. Svojstvena jednaqina (αp̂ + βx̂)|ψ⟩ = A|ψ⟩ u koordinatnoj reprezentaciji iz-
gleda kao

− i~αdψ
dx

+ βxψ = Aψ. (3.123)

Ova jednaqina mo�e da se napixe u obliku

dψ

dx
= iψ

A− βx
α~

⇒ dψ

ψ
=

i

α~
(A− βx)dx. (3.124)

Integracijom posled�e jednaqine dobijamo

lnψ =
i

α~
(Ax− βx2

2
) + lnC ⇒ ψ(x) = Ce

i
~α (−β

2
x2+Ax). (3.125)

24. Znamo da je
⟨x|p̂|p⟩ = ⟨x|p|p⟩ = p⟨x|p⟩. (3.126)

Sa druge strane, ako napixemo

⟨x|p̂|p⟩ = ⟨x|p̂
∫
dx′|x′⟩⟨x′|︸ ︷︷ ︸

jediniqni operator

p⟩ =
∫
dx′⟨x|p̂|x′⟩⟨x′|p⟩, (3.127)

i iskoristimo da je ⟨x|p̂|x′⟩ = −i~ d
dx
δ(x− x′), dobijamo

⟨x|p̂|p⟩ = −i~
∫

dx′⟨x′|p⟩ d
dx
δ(x− x′)⟨x′|p⟩ = −i~ d

dx
⟨x|p⟩. (3.128)

Upore�iva�em jednaqina (3.126) i (3.128) dobijamo

− i~d⟨x|p⟩
dx

= p⟨x|p⟩ ⇒ d⟨x|p⟩
⟨x|p⟩

= i
p

~
dx⇒ ⟨x|p⟩ = Cei

p
~x. (3.129)

Sada nam preostaje da na�emo konstantu normira�a C,

⟨p|p′⟩ = δ(p− p′)⇔ ⟨p|
∫ ∞

−∞
|x⟩⟨x|︸ ︷︷ ︸
I

p′⟩ =
∫ ∞

−∞
⟨p|x⟩⟨x|p′⟩ = δ(p− p′). (3.130)

Da	e, ako iskoristimo ⟨x|p⟩, dobijamo

δ(p− p′) =
∫ ∞

−∞
⟨p|x⟩⟨x|p′⟩ = |C|2

∫ ∞

−∞
e

i
~ (p

′−p)xdx = |C|22π~δ(p− p′), (3.131)
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na osnovu qega je

|C|2 = 1

2π~
⇒ C =

1√
2π~

, (3.132)

pa su ⟨x|p⟩ i ⟨p|x⟩, redom

⟨x|p⟩ = 1√
2π~

ei
p
~x, ⟨p|x⟩ = 1√

2π~
e−i

p
~x. (3.133)

25. Veza izme�u talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji ψ(x) i talasne
funkcije u impulsnoj reprezentaciji ψ̃(p) je slede�a

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩dp = 1√

2π~

∫ ∞

−∞
ψ̃(p)ei

p
~xdp, (3.134)

dok je veza ψ̃(p) i ψ(x)

ψ̃(p) = ⟨p|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
⟨p|x⟩⟨x|ψ⟩dx =

1√
2π~

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−i

p
~xdx, (3.135)

U naxem zadatku treba na�i ψ̃(p),

ψ̃(p) =
1√
2π~

∫ π/α

0

C sin(αx)e−i
p
~xdx =

C√
2π~

∫ π/α

0

1

2i
(eiαx − e−iαx)e−i

p
~xdx

=
C

2i
√
2π~

[ ∫ π/α

0

ei(α−
p
~ )xdx−

∫ π/α

0

e−i(α+
p
~ )xdx

]
=

C

2i
√
2π~

[ 1

i(α− p
~)
ei(α−

p
~ )x
∣∣∣π/α
0

+
1

i(α + p
~)
e−i(α+

p
~ )x
∣∣∣π/α
0

]
=

C

2i
√
2π~

[eiπe−ipπ/~α − 1

i(α− p
~)

+
e−iπe−ipπ/~α − 1

i(α + p
~)

]
=
−C(e−ipπ/~α + 1)

2i2
√
2π~

[ 1

(α− p
~)

+
1

(α + p
~)

]
=

C√
2π~

α

α2 − p2

~2
(e−ipπ/~α + 1). (3.136)

Preostaje nam jox da na�emo konstantu C iz uslova normira�a talasne fu-
nkcije ψ(x)

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =

∫ π/α

0

ψ2(x)dx =

∫ π/α

0

|C|2 sin2(αx)dx =
|C|2

2

∫ π/α

0

(1 + cos 2αx)dx︸ ︷︷ ︸
0

=
|C|2π
2α

. (3.137)

Odavde dobijamo C =
√

2α
π

i kada je ubacimo u jednaqinu (3.136) dobijamo
rexe�e zadatka.
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3.3 Relacije neodre�enosti

1. Normira�em talasne funkcije

1 = ⟨ψ|ψ⟩ = ⟨ψ|I|ψ⟩
∫ ∞

−∞
⟨ψ|x⟩⟨x|ψ⟩dx =

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = |C|2

∫ ∞

−∞
e−

(x−x0)
2

a2 dx

= |C|2
√
a2π, (3.138)

nalazimo koeficijent normira�a,

C =
1√
a
√
π
. (3.139)

Sred�a vrednost operatora x̂ u sta�u |ψ⟩ je

⟨x⟩|ψ⟩ = ⟨ψ|x|ψ⟩ = ⟨ψ|IxI|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdx′⟨ψ|x′⟩⟨x′|x̂|x⟩⟨x|ψ⟩. (3.140)

Kako je matriqni element ⟨x′|x̂|x⟩ = xδ(x− x′), sred�a vrednost operatora x̂ u
bilo kom sta�u |ψ⟩ je

⟨x̂⟩|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdx′ψ∗(x′)xδ(x− x′)ψ(x) =

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|2x. (3.141)

Konkretno, za datu talasnu funkciju ψ(x), sred�a vrednost postaje

⟨x̂⟩|ψ⟩ = |C|2
∫ ∞

−∞
xe−

(x−x0)
2

a2 dx︸ ︷︷ ︸
Smena t = x− x0

= |C|2
∫ ∞

−∞
(t+ x0)e

− t2

a2 dt

= |C|2
∫ ∞

−∞
te−

t2

a2 dt︸ ︷︷ ︸
= 0

+|C|2x0
∫ ∞

−∞
e−

t2

a2 dt

= |C|2x0a
√
π = x0. (3.142)

Slicno, koriste�i matriqni element ⟨x′|x̂2|x⟩ = x2δ(x− x′) nalazimo

⟨x̂2⟩|ψ⟩ = ⟨ψ|x̂2|ψ⟩ = ⟨ψ|Ix̂2I|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdx′⟨ψ|x′⟩⟨x′|x̂2|x⟩⟨x|ψ⟩

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdx′ψ∗(x′)x2δ(x− x′)ψ(x) =

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|2x2. (3.143)

Sada kada imamo opxti izraz za sred�u vrednost operatora x̂, mo�emo da
uvrstimo konkretnu talasnu funkciju i dobijemo

⟨x̂2⟩|ψ⟩ = |C|2
∫ ∞

−∞
x2e−

(x−x0)
2

a2 dx︸ ︷︷ ︸
Smena t = x− x0

= |C|2
∫ ∞

−∞
(t+ x0)

2e−
t2

a2 dt

= |C|2
∫ ∞

−∞
t2e−

t2

a2 dt︸ ︷︷ ︸
= I

+ |C|22x0
∫ ∞

−∞
te−

t2

a2 dt︸ ︷︷ ︸
= 0

+|C|2x20
∫ ∞

−∞
e−

t2

a2 dt︸ ︷︷ ︸
= a

√
π

= |C|2I + x20. (3.144)
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Preostaje nam jox da izraqunamo integral I

I =

∫ ∞

−∞
t2e−

t2

a2 dt = 2

∫ ∞

0

t2e−
t2

a2 dt︸ ︷︷ ︸
Smena u = t2/a2

= a3
∫ ∞

0

u
1
2 e−udu︸ ︷︷ ︸

Gama f-ja

= a3Γ(
3

2
) = a3

1

2
Γ(

1

2
)

= a3
1

2

√
π. (3.145)

Konaqno,

⟨x̂2⟩|ψ⟩ = x20 +
a2

2
, (3.146)

tako da je neodre�enost koordinate

∆x̂ =
√
⟨x̂2⟩|ψ⟩ − ⟨x̂⟩2|ψ⟩ =

√
x20 +

a2

2
− x20 =

a√
2
. (3.147)

Sred�a vrednost impulsa u sta�u |ψ⟩ je

⟨p̂⟩|ψ⟩ = ⟨ψ|p̂|ψ⟩ = ⟨ψ|Ip̂I|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdx′⟨ψ|x′⟩⟨x′|p̂|x⟩⟨x|ψ⟩. (3.148)

Kako je matriqni element ⟨x′|p̂|x⟩ = −i~δ′(x − x′), opxti izraz za sred�u
vrednost operatora p̂ postaje

⟨p̂⟩|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdx′ψ∗(x′)− i~δ ′(x− x′)ψ(x)

= −i~
∫ ∞

−∞
dx[

∫ ∞

−∞
dx′ψ∗(x′)

d

dx′
δ(x− x′)]|ψ(x)

=

∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)

(
− i~ d

dx

)
ψ(x). (3.149)

Za naxu talasnu funkciju, sred�a vrednost impulsa je jednaka

⟨p̂⟩|ψ⟩ = |C|2
∫ ∞

−∞
dxe(−i

p0
~ x−

(x−x0)
2

2a2
)(−i~)

[
i
p0
~
− x− x0

a2

]
e(i

p0
~ x−

(x−x0)
2

2a2
)

= −i~|C|2
∫ ∞

−∞
dx
[
i
p0
~
− x− x0

a2

]
e−

(x−x0)
2

a2︸ ︷︷ ︸
Smena t = x− x0

= |C|2p0
∫ ∞

−∞
dte−

t2

a2︸ ︷︷ ︸
= a

√
π

+
i~
a2
|C|2

∫ ∞

−∞
dtte−

t2

a2︸ ︷︷ ︸
= 0

= p0. (3.150)

Sliqno se mo�e pokazati da je sred�a vrednost operatora p̂2 u proizvo	nom
sta�u |ψ⟩ jednaka

⟨p̂2⟩|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx| − i~ d

dx
ψ(x)|2 (3.151)
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Kada uvrstimo talasnu funkciju u prethodnu jednaqinu, dobijamo

⟨p̂2⟩|ψ⟩ = |C|2~2
∫ ∞

−∞
dx
[p20
~2

+
(x− x0)2

a4

]
e−

(x−x0)
2

a2︸ ︷︷ ︸
Smena t = x− x0

= |C|2p20
∫ ∞

−∞
dte−

t2

a2︸ ︷︷ ︸
= a

√
π

+
|C|2~2

a4

∫ ∞

−∞
dt t2e−

t2

a2︸ ︷︷ ︸
= a3 1

2

√
π

= p20 +
~2

2a2
. (3.152)

Neodre�enost impulsa je

∆p̂ =
√
⟨p̂2⟩|ψ⟩ − ⟨p̂⟩2|ψ⟩ =

√
p20 +

~2
2a2
− p20 =

~
a
√
2
. (3.153)

Proizvod neodre�enosti koordinate i impulsa je onda

∆x̂∆p̂ =
~
2

(3.154)

tako da je ova talasna funkcija (Gausov paket) sta�e sa minimalnom neodre�e-
nox�u.

2. Normira�emo talasnu funkciju ψ,

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = |C|2

∫ ∞

−∞
φ2(x)dx. (3.155)

Sred�a vrednost impulsa je

⟨p̂⟩|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)

(
− i~ d

dx

)
ψ(x) = |C|2(−i~)

∫ ∞

−∞
e−i

p0
~ xφ(x)

d

dx
ei

p0
~ xφ(x)

= |C|2(−i~)
∫ ∞

−∞
φ(x)[i

p0
~
φ(x) + φ

′
(x)]dx

= p0 |C|2
∫ ∞

−∞
φ2(x)dx︸ ︷︷ ︸

= 1

−i~|C|2
∫ ∞

−∞
φ(x)φ

′
(x)dx︸ ︷︷ ︸

= K

= p0 − i~|C|2K. (3.156)

Vrednost integrala K je

K =

∫ ∞

−∞
φ(x)φ

′
(x)dx =

1

2

d

dx

∫ ∞

−∞
φ2(x)dx =

1

2

d

dx

1

|C|2
= 0, (3.157)

jer je C konstanta, tako da je sred�a vrednost impulsa

⟨p̂⟩|ψ⟩ = p0. (3.158)
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3. Ukoliko pretpostavimo

∆x ∼ x i ∆p ∼ p, (3.159)

Hajzenbergovu relaciju neodre�enosti mo�emo da napixemo u formi

xp ∼ ~⇒ p ∼
~
x
. (3.160)

Koriste�i ove relacije, energiju mo�emo da napixemo kao

H =
p2

2m
+
kx2

2
∼

~2

2mx2
+
kx2

2
. (3.161)

Minimum energije nalazimo iz uslova

dE

dx
= 0⇒ xmin = (

~2

km
)
1
4 , (3.162)

tako da je minimalna energija tj. energija osnovnog sta�a pribli�no

Emin ∼ ~ω, (3.163)

gde je ω =
√

k
m
.

4. Energija veze elektrona je jednaka

Ev = |U(r)| − T =
1

4πϵ0

e2

r
− p2

2m
. (3.164)

Pretpostavi�emo da va�i

∆r ∼ r i ∆p ∼ p. (3.165)

Hajzenbergova relaciju neodre�enosti postaje

xp ∼ ~⇒ p ∼
~
x
. (3.166)

Ravnote�ni polo�aj nalazimo iz uslova

dEv
dr

= 0⇒ rosn =
~2

me2
4πϵ0 ≈ 0, 053nm. (3.167)

Ovo je Borov radijus osnovnog sta�a. Energija veze u osnovnom sta�u

Ev osnovno =
1

(4πϵ)2
me4

2~2
≈ 13, 6eV (3.168)

se poklapa se vrednox�u koja se dobija iz Borove teorije.
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3.4 Dinamika

1. Xredingerova jednaqina i �oj konjugovana jednaqina su

i~
∂ψ

∂x
= − ~2

2m
∆ψ + V ψ, (3.169)

− i~∂ψ
∗

∂x
= − ~2

2m
∆ψ∗ + V ψ∗. (3.170)

Ako od prve jednaqine pomno�ene talasnom funkcijom ψ∗ sa desne strane odu-
zmemo drugu jednaqinu pomno�enu talasnom funkcijom ψ sa leve strane, dobi-
�emo

i~
(∂ψ
∂x

ψ∗ + ψ
∂ψ∗

∂x

)
=

~2

2m

(
∆ψψ∗ − ψ∆ψ∗

)
. (3.171)

Uvo�e�em veliqina

ρ = ψψ∗ i j =
~

2mi
(∇ψψ∗ − ψ∇ψ∗), (3.172)

jednaqina (3.171) se mo�e napisati u formi

∂ρ

∂x
+ divj = 0, (3.173)

xto predstav	a jednaqinu kontinuiteta.

2. Svojstvena funkcija operatora impulsa u koordinatnoj reprezentaciji ⟨x|p⟩
je

⟨x|p⟩ = p(x) =
1√
2π~

ei
p
~x. (3.174)

Ovu relaciju smo pokazali u zadatku 2.24. Za p > 0 imamo ravan talas koji
propagira u smeru porasta x ose, za p < 0 imamo ravan talas koji propa-
gira suprotno od smera porasta x ose. Analogno, u tri dimenzije, svojstvena
funkcija operatora impulsa u koordinatnoj reprezentaciji je

⟨r|p⟩ = p(r) =
1√
2π~

ei
rp
~ . (3.175)

Hamiltonijalan slobodne qestice u jednoj dimenziji je

H =
p̂2

2m
. (3.176)

Kako je [H, p̂] = 0, to nam govori da Hamiltonijan i operator impulsa imaju
zajedniqki svojstveni bazis, a to su talasne funkcije p(x). Zamenom ove ta-
lasne funkcije u vremenski nezavisnu Xredingerovu jednaqinu u koordinat-
noj reprezentaciji

p̂2

2m
p(x) = Ep(x)⇒ p2

2m
p(x) = Ep(x), (3.177)
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dobijamo energiju slobodne qestice u jednoj dimenziji

E =
p2

2m
> 0. (3.178)

Hamiltonijan slobodne qestice u tri dimenzije je

H =
p̂ 2

2m
. (3.179)

Iz qi�enice da je [H, p̂] = 0, zak	uqujemo da Hamiltonijan i operator impulsa
imaju zajedniqki svojstveni bazis, u koordinatnoj reprezentaciji on je p(r).
Sada vremenski nezavisna Xredingerova jednaqina izgleda kao

p̂ 2

2m
p(r) = Ep(r)⇒ p 2

2m
p(r) = Ep(r). (3.180)

Energija slobodne qestice u tri dimenzije je onda

E =
p 2

2m
> 0. (3.181)

3. Vremenski nezavisna Xredingerova jednaqina qestice koja se kre�e u poten-
cijalu V (x) je (

− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x). (3.182)

Talasna funkcija ne postoji van intervala (0, a): kada bi postojala, energija
qestice u tim oblastima bi bila beskonaqna, xto je nemogu�e, tako da raz-
matramo samo oblast (0, a). U ovoj oblasti se qestica kre�e slobodno i ima
smisla razmatrati samo energije E > 0. Xredingerova jednaqina ima oblik(

− ~2

2m

d2

dx2

)
ψ(x) = Eψ(x)⇒ ψ′′ + k2ψ = 0, (3.183)

gde je k2 = 2mE
~2 . Svojstvena funkcija Hamiltonijana je 2

ψ(x) = A1e
ikx +B1e

−ikx = A sin kx+B cos kx. (3.184)

Graniqni uslovi ψ(0) = ψ(a) = 0 nam daju

B = 0 i A sin ka = 0. (3.185)

Drugi graniqni uslov nam ka�e da mora biti3

sin ka = 0⇒ k =
nπ

a
n = 1, 2, 3..., (3.186)

2Ako imate lokalizovanu qesticu u nekoj oblasti qija su svojstvene funkcije ravni talasi,
po�e	no je napisati rexe�e jednaqine u bazisu sin i cos jer oni predstav	aju realna fiziqka
sta�a, dok ravni talasi to nisu.

3Kada bismo uzeli A = 0, talasna funkcija bi bila jednaka nuli i ψ = 0
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tako da su svojstvene energije kvantovane i iznose

En =
(nπ
a
)2~2

2m
. (3.187)

Normira�em talasne funkcije na jedinicu nalazimo koeficijent A

⟨ψn|ψn⟩ =
∫ π/a

0

|ψn|2dx = |A|2
∫ π/a

0

sin2nπ

a
xdx = |A|2a

2
⇒ A =

√
2

a
. (3.188)

Zak	uqujemo da su svojstvene funkcije i energije, redom

ψn(x) =

√
2

a
sin

nπ

a
x, En =

(nπ
a
)2~2

2m
, n = 1, 2, 3, ... (3.189)

Svojstvene funkcije su me�usobno ortogonalne, tj. va�i relacija

⟨ψn|ψm⟩ =
∫ a

0

ψ∗
n(x)ψm(x)dx = δnm. (3.190)

4. Ako je qestica u poqetnom trenutku bila u sta�u ψ(x, 0), to sta�e mo�emo
napisati u bazisu svojstvenih funkcija na slede�i naqin

ψ(x, 0) =
∑
n

anψn(x). (3.191)

Koeficijenti an su nepoznati i �ih treba odrediti. Iz uslova

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =
∫
ψ∗(x, 0)ψ(x, 0)dx =

∫ a

0

dx
∑
n

a∗nψn(x)amψm(x)

=
∑
n,m

a∗nam

∫
dxψ∗

n(x)ψm(x)︸ ︷︷ ︸
= δnm

=
∑
n,m

a∗namδnm =
∑
n

|an|2, (3.192)

shvatamo da suma kvadrata svih koeficijenata mora biti jednaka jedinici.
Slede�e xto bismo voleli da znamo su koeficijenti an. Skalarni proizvod

⟨ψm|ψ(t = 0)⟩ =

∫
dxψ∗

mψ(x, t = 0) =

∫
dxψ∗

m

∑
n

anψn =
∑
n

an

∫
ψ∗
mψndx︸ ︷︷ ︸
δnm

=
∑
n

anδnm = am, (3.193)

nam daje koeficijent koji odgovara svojstvenoj funkciji ψm(x). Sada kada
znamo sve koeficijente, svojstvene funkcije i svojstvene energije mo�emo
napisati jednaqinu za evoluciju sta�a

ψ(x, t) =
∑
n

ane
− i

~Entψn(x). (3.194)
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Konkretno, u ovom zadatku imamo qesticu u BDP jami, tako da su svojstvene
talasne funkcije i svojstvene energije, redom

ψn(x) =

√
2

a
sin

nπ

a
x, En =

(nπ
a
)2~2

2m
, n = 1, 2, 3, ... (3.195)

Normira�em talasne funkcije nalazimo konstantu normira�a A,

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =
∫ a

0

|ψ(x, t = 0)|2dx =

∫ a

0

|A|2x2(a− x)2dx = |A|2 a
5

30

⇒ A =

√
30

a5
. (3.196)

Ono xto nam preostaje da na�emo su koeficijenti an,

an = ⟨ψn|ψ⟩ =
∫ a

0

dxψ∗
n(x)ψ(x, t = 0) = |A|

∫ a

0

dx x(a− x)
√

2

a
sin

nπ

a
x

= |A|
√

2

a

[
a

∫ a

0

dx x sin
nπ

a
x︸ ︷︷ ︸

I1

−
∫ a

0

dx x2 sin
nπ

a
x︸ ︷︷ ︸

I2

]
. (3.197)

Integral I1 rexavamo parcijalnom integracijom, smenom u = x, dv = sin nπ
a
x,

I1 =

∫ a

0

dx x sin
nπ

a
x = − a

nπ
x cos

nπ

a
x
∣∣∣a
0
+

a

nπ

∫ a

0

cos
nπ

a
xdx

= − a
2

nπ
(−1)n + a2

n2π2
sin

nπ

a
x
∣∣∣a
0︸ ︷︷ ︸

= 0

= − a
2

nπ
(−1)n. (3.198)

Integral I2 se rexava na sliqan naqin,

I2 =

∫ a

0

dx x2 sin
nπ

a
x = − a

nπ
x2 cos

nπ

a
x
∣∣∣a
0
+

2a

nπ

∫ a

0

dx x cos
nπ

a
x

= − a
3

nπ
(−1)n + 2a

nπ

[ a

nπ
sin

nπ

a
x x
∣∣∣a
0︸ ︷︷ ︸

= 0

− a

nπ

∫ a

0

dx sin
nπ

a
x
]

= − a
3

nπ
(−1)n + 2a3

n3π3
cos

nπ

a
x
∣∣∣a
0

= − a
3

nπ
(−1)n + 2a3

n3π3
((−1)m − 1). (3.199)

Sada je koeficijent an jednak

an =

√
60

a3
(
− a

3

nπ
(−1)n + a3

nπ
(−1)n︸ ︷︷ ︸

= 0

− 2a3

n3π3
((−1)m − 1)

)

=

√
60

n3π3
(1− (−1)n). (3.200)
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Ako je n = 2k parno, koeficijenti su jednaki nuli, dok su neparni koefici-
jenti a2k+1 razliqiti od nule.

a2k = 0, a2k+1 =
4
√
60

(2k + 1)3π3
. (3.201)

Talasna funkcija u proizvo	nom trenutku vremena je jednaka

ψ(x, t) =
∞∑
k=0

8
√
15

1

(2k + 1)3π3
e−

i
~E2k+1tψ2k+1(x). (3.202)

5. Kako je

sin3 π

a
x =

3

4
sin

π

a
x− 1

4
sin

3π

a
x (3.203)

i

sin
π

a
x =

√
a

2
ψ1(x), sin

3π

a
x =

√
a

2
ψ3(x), (3.204)

talasna funkcija izra�ena preko svojstvenih funkcija ima oblik

ψ(x, t = 0) =
3

4
A

√
a

2︸ ︷︷ ︸
c1

ψ1(x)−
A

4

√
a

2︸ ︷︷ ︸
c3

ψ3(x). (3.205)

Suma kvadarata svih koeficijenata je jednaka 1,

1 = |c1|2 + |c3|2 =
9

16
A2a

2
+

1

16
A2a

2
⇒ A =

4√
5a
, (3.206)

pa je normirana poqetna talasna funkcija

ψ(x, t = 0) =
3√
10
ψ1(x)−

1√
10
ψ3(x), (3.207)

dok ja talasna funkcija u proizvo	nom trenutku

ψ(x, t) =
3√
10
ψ1(x)e

− i
~E1t − 1√

10
ψ3(x)e

− i
~E3t. (3.208)

6. KONAQAN SKOK POTENCIJALA

Ako je konaqan skok potencijala u taqki a, integracijom Xredingerove jedna-
qine u intervalu (a− ϵ, a+ ϵ), imamo

− ~2

2m
[ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ)] +

∫ a+ϵ

a−ϵ
V (x)ψ(x)dx = E

∫ a+ϵ

a−ϵ
ψ(x)dx. (3.209)

Po teoremi o sred�oj vrednosti, za neku vrednost promen	ive x, integral∫ b
a
f(x)dx je jednak

∫ b
a
f(x)dx = f(ϵ1)(a − b). Ako primenimo ovu teoremu, jed-

naqina (3.209) dobija oblik

− ~2

2m
[ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ)] + 2ϵV (m1)ψ(m1) = 2Eϵψ(m2). (3.210)
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U limesu malih ϵ,

− ~2

2m
lim
ϵ→0

[ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ)] + lim
ϵ→0

2ϵV (m1)ψ(m1) = lim
ϵ→0

2Eϵψ(m2), (3.211)

dobijamo
ψ′(a+) = ψ′(a−), (3.212)

xto nam govori da nema prekida izvoda talasne funkcije u taqki konaqnog
skoka potencijala.

BESKONAQAN SKOK POTENCIJALA V = αδ(x− a)

Integracija Xredingerove jednaqine dobijamo

− ~2

2m
[ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ)] +

∫ a+ϵ

a−ϵ
αδ(x− a)ψ(x)dx = E

∫ a+ϵ

a−ϵ
ψ(x)dx. (3.213)

Primena teoreme o sred�oj vrednosti nam daje

− ~2

2m
[ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ)] + αψ(a) = Eψ(m2)2ϵ. (3.214)

U limesu malih ϵ,

− ~2

2m
lim
ϵ→0

[ψ′(a+ ϵ)− ψ′(a− ϵ)] + lim
ϵ→0

ψ(a)α = lim
ϵ→0

2Eϵψ(m2), (3.215)

dobijamo

ψ′(a+)− ψ′(a−) = 2mα

~2
ψ(a). (3.216)

Ova jednaqina nam ka�e da postoji prekid izvoda talasne funkcije u taqki
beskonaqnog skoka potencijala i da je jednak 2mα

~2 ψ(a).

7. Pretpostavimo suprotno, da postoje dve talasne funkcije ψ1(x) i ψ2(x) koje se
razlikuju za vixe od faznog faktora i svojstvene su funkcije datog Hamil-
tonijana H = T + V (x) za istu svojstvenu vrednost E,

− ~2

2m

d2ψ1(x)

dx2
+ V (x)ψ1(x) = Eψ1(x),

− ~2

2m

d2ψ2(x)

dx2
+ V (x)ψ2(x) = Eψ2(x). (3.217)

Ukoliko obe jednaqine pomno�imo sleva, prvu jednaqinu sa ψ2(x) a drugu sa
ψ1(x), i potom ih oduzmemo, dobijamo

ψ2(x)
d2ψ1(x)

dx2
− ψ1(x)

d2ψ2(x)

dx2
=

d

dx
(ψ2(x)

dψ1(x)

dx
− ψ1(x)

dψ2(x)

dx
) = 0. (3.218)

Sada mo�emo da zak	uqimo da mora da va�i

ψ2(x)
dψ1(x)

dx
− ψ1(x)

dψ2(x)

dx
= const. (3.219)
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Ukoliko mo�emo da na�emo bar jednu taqku u kojoj su i ψ1 i ψ2 jednaki 0,
onda �e izraz (3.219) biti jednak 0 za svako x. Ovo mora da va�i za vezana
sta�a jer su ona kvadratno integrabilne funkcije. Kod slobodnih sta�a,
degeneracija mo�e da postoji. Transformisa�emo jednaqinu (3.219) koriste�i
da je const = 0 za vezana sta�a,

ψ′
1(x)

ψ1(x)
=
ψ′
2(x)

ψ2(x)
. (3.220)

Integracijom dobijamo,

lnψ1(x) = lnψ2(x) + lnC ⇒ ψ1(x) = Cψ2(x). (3.221)

Kako su obe funkcije normirane, C = eiφ, tj. funkcije ψ1(x) i ψ2(x) pred-
stav	aju isto sta�e, xto je u suprotnosti sa naxom pretpostavkom.

8. Po uslovu zadatka je potencijal parna funkcija, V (x) = V (−x). Xredingerovu
jednaqinu mo�emo napisati kao

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x). (3.222)

Ukoliko napravimo smenu, x→ −x, i iskoristimo uslov zadatka, dobijamo

− ~2

2m

d2ψ(−x)
dx2

+ V (x)ψ(−x) = Eψ(−x). (3.223)

Pore�e�em prethodne dve jednaqine vidimo da su ψ(x) i ψ(−x) rexe�a iste
Xredingerove jednaqine, tj. mora da va�i ψ(x) = Cψ(−x), gde je C neka
konstanta normirana na 1. Definisa�emo operator parnosti kao

(Pψ)(x) = ψ(−x), ψ ∈ L2(R). (3.224)

Mo�e se pokazati da su svojstvene vektori ovog operatora parne i neparne
funkcije, za svojstvene vrednosti 1 i −1, respektivno. Kako Hamiltonijan
H = T + V (x) komutira sa operatorom parnosti P ,

[P,H] = 0, (3.225)

zak	uqujemo da svojstvena sta�a Hamiltonijana moraju da budu taqno odre�ene
parnosti, tj.

ψ(x) = ψ(−x),
ψ(x) = −ψ(−x). (3.226)

9. I OBLAST
Xredingerova jednaqina u ovoj oblasti nam daje

− ~2

2m
ψ′′ = Eψ ⇒ ψ′′ +

2mE

~2︸ ︷︷ ︸
= k21 > 0

ψ = 0⇒ ψI = C1e
ik1x + C2e

−ik1x. (3.227)
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II OBLAST
Xredingerova jednaqina u ovoj oblasti je

− ~2

2m
ψ′′+V ψ = Eψ ⇒ ψ′′+

2m(E − V )

~2︸ ︷︷ ︸
= k22 > 0

ψ = 0⇒ ψII = C3e
ik2x+C4e

−ik2x. (3.228)

Setimo se da ravan talas eikx predstav	a ravan talas koji se kre�e u pravcu i
smeru x ose, dok e−ikx predtav	a ravan talas koji se kre�e suprotno od smera x
ose. Ako pogledamo rexe�a jednaqine, vidimo da uz koeficijent C1 stoji ravan
talas koji je krenuo iz −∞ i kre�e se u pravcu i smeru x ose, dok uz koefici-
jent C2 stoji reflektovani talas koji se u x = 0 odbio od barijere i vra�a u
−∞. Uz koeficijent C3 stoji ravan talas koji se transmitovao(proxao) kroz
potencijalnu barijeru i kre�e se ka∞. Uz koeficijent C4 je ravan talas koji
kre�e iz ∞ i kre�e se ka −∞, ali to nema smisla jer smo qesticu pustili sa
leva na desno, a ne sa desna na levo, i zak	uqujemo da mora biti C4 = 0. Kako
je skok potencijala konaqan, znamo da ni talasna funkcija ni izvod talasne
funkcije ne trpe skok u taqki konaqnog skoka potencijala

ψI(0) = ψII(0), ψ′
I(0) = ψ′

II(0). (3.229)

Zamenom talasnih funkcija i izvoda u taqki x = 0 nalazimo vezu koeficije-
nata

C1 + C2 = C3, C1 − C2 =
k2
k1
C3. (3.230)

Ako sve koeficijente izrazimo pomo�u C3, dobijamo

C1 =
1

2
(1 +

k2
k1

)C3, C2 =
1

2
(1− k2

k1
)C3. (3.231)

Sada �emo uvesti nove veliqine. Inicijalna struja verovatno�e je

jin =
~

2mi
(∇ψinψ∗

in − ψin∇ψ∗
in). (3.232)

Za ψin = C1e
ikx ⇒

jin =
~

2mi
(ik1C1e

ik1xC∗
1e

−ik1x − C1e
ik1x(−ik1)C∗

1e
−ik1x) =

~k1
m
|C1|2. (3.233)

Sliqno, reflektovana struja verovatno�e je definisana kao

jref =
~

2mi
(∇ψrefψ∗

ref − ψref∇ψ∗
ref ). (3.234)

Za ψref = C2e
−ik1x je

jref =
~

2mi
(−ik1C2e

−ik1xC∗
2e
ik1x − C2e

ik1x(+i~)C∗
2e

+ik1x) = −~k1
m
|C2|2. (3.235)
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Sliqo definixemo i transmitovanu struju verovatno�e,

jt =
~

2mi
(∇ψtψ∗

t − ψt∇ψ∗
t ). (3.236)

Za ψt = C3e
ik2x dobijamo

jt =
~

2mi
(ik2C3e

ik2xC∗
3e

−ik2x − C3e
ik2x(−i~)C∗

3e
−ik2x) =

~k2
m
|C3|2. (3.237)

Sada mo�emo da definixemo koeficijente refleksije i transmisije

R =
|jr|
|jin|

, T =
|jt|
|jin|

. (3.238)

Oni u naxem zadatku iznose

R =
|C2|2

|C1|2
, T =

|C3|2

|C1|2
, (3.239)

i zamenom koeficijenata iz jednaqine (3.231) u posled�u jednaqinu dobijamo

R =
(k1 − k2)2

(k1 + k2)2
, T =

4k1k2
(k1 + k2)2

. (3.240)

Lako se proverava da va�i
R + T = 1. (3.241)

10. Minimum potencijalne energije qestice u ovom zadatku je −∞. Kako znamo da
ukupna energija qestice mora biti ve�a od minimuma potencijalne energije,
sledi da ukupna energija mo�e uzimati proizvo	nu vrednost. Raznatra�emo
posebno sluqajeve pozitivne i negativne energije qestice.

1. SLUQAJ E > 0

• I oblast
Xredingerova jednaqina u ovoj oblasti je

− ~2

2m
ψ′′
I = EψI ⇒ ψ′′

I +
2mE

~2︸ ︷︷ ︸
= k2 > 0

ψI = 0⇒ ψI = C1e
ikx + C2e

−ikx. (3.242)

• II oblast
XJ izgleda kao

− ~2

2m
ψ′′
II = EψII ⇒ ψ′′

II +
2mE

~2︸ ︷︷ ︸
= k2 > 0

ψII = 0⇒ ψII = C3e
ikx+C4e

−ikx︸ ︷︷ ︸
C4 = 0

. (3.243)

Koeficijent C4 = 0, jer qestica nailazi sa leva na potencijalnu barijeru
a ne sa desna.
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Skok potencijala je beskonaqan, tako da su graniqni uslovi,4

ψI(0−) = ψII(0+), ψ′
II(0+)− ψ′

I(0−) = −
2mα

~2
ψI(0). (3.244)

Graniqni uslovi nam daju vezu koeficijenata

C1 + C2 = C3, ikC3 − ik(C1 − C2) = −
2mα

~2
C3. (3.245)

Sve koeficijente �emo izraziti pomo�u C3.

C2 = i
mα

k~
C3 C1 = (1− imα

k~
)C3. (3.246)

Znaju�i ove koeficijente mo�emo na�i koeficijente R i T .

R =
|C2|2

|C1|2
=

m2α2

k2~2

1 + m2α2

k2~2
T =

|C3|2

|C1|2
=

1

1 + m2α2

k2~2
. (3.247)

Oqigledno je da i u ovom sluqaju va�i

R + T = 1. (3.248)

Mo�da se neko zapitao, a xta je sa energetskim nivoima za E > 0? Primetimo
da ne postoji nikakav uslov na parametar k koji u sebi sadr�i energiju, pa se
mo�e zak	uqiti da energija uzima proizvo	nu vrednost. Dakle, energija je
kontinualna ili, drugaqije reqeno, energija nije kvantovana.

2. SLUQAJ E = −|E| < 0

• I oblast
XJ u ovoj oblasti je

− ~2

2m
ψ′′
I = −|E|ψI ⇒ ψ′′

I −
2m|E|
~2︸ ︷︷ ︸

= κ2 > 0

ψI = 0⇒ ψI = C1e
κx + C2e

−κx︸ ︷︷ ︸
C2 = 0

. (3.249)

Koeficijent C2 mora biti jednak nuli, inaqe bi talasna funkcija di-
vergirala u −∞, tako da bi verovatno�a da se qestica na�e u −∞ bila
ψ∗
I (−∞)ψI(−∞) =∞, xto je nemogu�e.5

• II oblast
XJ izgleda kao

− ~2

2m
ψ′′
II = −|E|ψII ⇒ ψ′′

II −
2m|E|
~2︸ ︷︷ ︸

= κ2 > 0

ψII = 0⇒ ψII = C3e
−κx + C4e

κx︸ ︷︷ ︸
C4 = 0

.

(3.250)
Koeficijent C4 = 0, inaqe bi talasna funkcija u ∞ divergirala, i
verovatno�a da se qestica na�e u ∞ bi divergirala.

4Jednaqina (3.216) je data za skok potencijala αδ(x − a), kako je u ovom zadatku potencijal
−αδ(0), izraz sa desne strane jednaqine (3.216) je − 2mα

~2 ψI(0).
5Verovatno�a da se qestica na�e u intervalu (−∞,∞) je jednaka jedinici.



3.4. DINAMIKA 59

Skok potencijala je beskonaqan, i graniqni uslovi su

ψI(0−) = ψII(0+), ψ′
II(0+)− ψ′

I(0−) = −
2mα

~2
ψI(0). (3.251)

Na osnovu graniqih uslova nalazimo vezu koeficijenata,

C1 = C3 = C, −κC3 − κC1 = −
2mα

~2
C3, (3.252)

i parametar κ,

κ =
2mα

~2
⇒ |E| = α2m

2~2
⇒ E = −α

2m

2~2
. (3.253)

Normira�em talasne funkcije

1 = ⟨ψ|ψ⟩ = |C|2
∫ 0

−∞
|ψI(x)|2dx+ |C|2

∫ ∞

0

|ψII(x)|2dx = 2|C|2
∫ ∞

0

e−2κxdx

= 2|C|2 1

−2κ
e−2κx

∣∣∣∞
0

=
|C|2

κ
, (3.254)

nalazimo koeficijent normira�a

C =
√
κ. (3.255)

Talasna funkcija se mo�e napisati u kompaktnom obliku

ψ(x) =
√
κe−κ|x|, (3.256)

dok je energija kvantovana i mo�e uzimati samo vrednost

E = −mα
2

2~2
. (3.257)

11. 1. SLUQAJ E > 0

• I oblast
Xredingerova jednaqina u ovoj oblasti je

− ~2

2m
ψ′′
I = EψI ⇒ ψ′′

I +
2mE

~2︸ ︷︷ ︸
= k2 > 0

ψI = 0⇒ ψI = C1e
ikx + C2e

−ikx. (3.258)

• II oblast
XJ izgleda kao

− ~2

2m
ψ′′
II − V ψII = EψII ⇒ ψ′′

II +
2m(E + V )

~2︸ ︷︷ ︸
= k21 > 0

ψII = 0⇒ (3.259)

ψII = C ′
3e
ik1x + C ′

4e
−ik1x = C3 cos k1x+ C4 sin k1x. (3.260)

Talasnu funkciju ψ pixemo u bazisu sin i cos kad god imamo qesticu
ograniqenu u nekom delu prostora.
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• III oblast

− ~2

2m
ψ′′
III = EψIII ⇒ ψ′′

III +
2mE

~2︸ ︷︷ ︸
= k2 > 0

ψIII = 0⇒ ψIII = C5e
ikx + C6e

−ikx︸ ︷︷ ︸
C6 = 0

.

(3.261)
Koeficijent C6 = 0 jer qestica nailazi sa leva na potencijalnu barijeru,
dok izraz C6e

−ikx predstav	a qesticu koja sa desna nailazi na potencijal,
xto je u suprotnosti sa postavkom zadatka.

Graniqni uslovi

ψI(−a) = ψII(−a),
ψ′
I(−a) = ψ′

II(−a),
ψII(a) = ψIII(a),

ψ′
II(a) = ψ′

III(a), (3.262)

nam daju sistem jednaqina

C1e
ika + C2e

−ika = C3 cos k1a− C4 sin k1a,

ik(C1e
ika − C2e

−ika) = k1(C3 sin k1a+ C4 cos k1a),

C3 cos k1a+ C4 sin k1a = C5e
ika,

k1(−C3 sin k1a+ C4 cos k1a) = ikC5e
ika, (3.263)

koji mo�emo da napixemo u matriqnoj formi na slede�i naqin(
1 1
ik −ik

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
C1e

−ika

C2e
ika

)
=

(
cos k1a sin k1a
k1 sin k1a k1 cos k1a

)
︸ ︷︷ ︸

B

(
C3

C4

)
, (3.264)

(
cos k1a sin k1a
−k1 sin k1a k1 cos k1a

)
︸ ︷︷ ︸

C

(
C3

C4

)
=

(
1
ik

)
eikaC5. (3.265)

Na osnovu posled�e dve jednaqine nalazimo vezu koeficijenata(
C1e

−ika

C2e
ika

)
= A−1BC−1

(
1
ik

)
C5e

ika. (3.266)

Matrice A−1 i C−1 su jednake

A−1 = − 1

2ik

(
−ik −1
−ik 1

)
, C−1 =

(
k1 cos k1a − sin k1a
k1 sin k1a cos k1a

)
. (3.267)

Posle malo raquna, jednaqina (3.266) se mo�e napisati u formi(
C1e

−ika

C2e
ika

)
= − 1

2ikk1

(
−(k2 + k21) sin 2k1a− 2ikk1 cos 2k1a

(k21 − k2) sin k1a

)
C5e

ika. (3.268)
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Koeficijenti refleksije i transmisije su

R =
|C2|2

|C1|2
=

(k21 − k2)2 sin2 k1a

(k21 + k2)2 sin2 k1a+ 4k2k21 cos
2 2k1a

, (3.269)

T =
|C5|2

|C1|2
=

4k2k21
(k21 + k2)2 sin2 k1a+ 4k2k21 cos

2 2k1a
. (3.270)

Mo�e se proveriti da va�i R + T = 1.

2. SLUQAJ E = −|E| < 0

• I oblast
Xredingerova jednaqina u ovoj oblasti je

− ~2

2m
ψ′′
I = −|E|ψI ⇒ ψ′′

I −
2mE

~2︸ ︷︷ ︸
= κ2 > 0

ψI = 0⇒ ψI = C1e
−κx︸ ︷︷ ︸

C1 = 0

+C2e
κx. (3.271)

• II oblast
XJ izgleda kao

− ~2

2m
ψ′′
II − V ψII = −|E|ψII ⇒ ψ′′

II +
2m(V − |E|)

~2︸ ︷︷ ︸
= k2 > 0

ψII = 0⇒ (3.272)

ψII = C ′
3e
ikx + C ′

4e
−ikx = C3 sin kx+ C4 cos kx. (3.273)

• III oblast

− ~2

2m
ψ′′
III = EψIII ⇒ ψ′′

III −
2m|E|
~2︸ ︷︷ ︸

= κ2 > 0

ψIII = 0⇒ ψIII = C5e
−κx + C6e

κx︸ ︷︷ ︸
C6 = 0

.

(3.274)

Graniqni uslovi

ψI(−a) = ψII(−a),
ψ′
I(−a) = ψ′

II(−a),
ψII(a) = ψIII(a),

ψ′
II(a) = ψ′

III(a), (3.275)

nam daju sistem jednaqina

C2e
−κa = −C3 sin ka+ C4 cos ka, (3.276)

C2κe
−κa = k(C3 cos ka+ C4 sin ka), (3.277)

C5e
−κa = C3 sin ka+ C4 cos ka, (3.278)

κC5e
−κa = k(C3 cos ka− C4 sin ka). (3.279)
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Sabira�em i oduzima�em jednaqina (3.276) i (3.278), kao i sabira�em i oduzi-
ma�em jednaqina (3.277) i (3.279) dobijamo slede�i sistem

(C2 + C5)e
−κa = 2C4 cos ka, (3.280)

(C2 − C5)e
−κa = −2C3 cos ka, (3.281)

(C2 − C5)κe
−κa = 2kC3 cos ka, (3.282)

(C2 + C5)κe
−κa = 2kC4 cos ka. (3.283)

Ako podelimo jednaqinu (3.283) jednaqinom (3.280) pod pretpostavkom
C2 + C5 ̸= 0, kao i jednaqinu (3.282) jednaqinom (3.281) pod pretpostavkom
C2 − C5 ̸= 0, dobijamo, redom

κ = ktg ka, κ = −kctg ka. (3.284)

Nije mogu�e da u isto vreme va�e ove jednakosti, pa zak	uqujemo da ne mogu u
isto vreme da va�e obe pretpostavke C2 + C5 ̸= 0 i C2 − C5 ̸= 0.

• Ako je C2 + C5 ̸= 0, kao i C2 − C5 = 0, dobijamo

κ = ktg ka, ψ(x) =


C2e

κa za x ∈ (−∞,−a),
C4 cos ka za x ∈ (−a, a),
C2e

−κa za x ∈ (a,∞).
(3.285)

Ako uvedemo promen	ive,

X = aκ i Y = ak, (3.286)

jednaqinu κ = ktg ka mo�emo napisati preko tih promen	ivih u obliku

Y = Xtg X. (3.287)

Kako je

X2 + Y 2 = a2(κ2 + k2) =
2ma2V

~2
, (3.288)

rexe�e sistema postoji u preseku kru�nice i funkcije Y = Xtg X. Rexe-
�a se nalaze grafiqkom metodom. Ispostav	a se da rexe�e postoji za
bilo koju vrednost potencijala.

• Za C2 − C5 ̸= 0, kao i C2 + C5 = 0, dobijamo

κ = −kctg ka, ψ(x) =


C2e

κa za x ∈ (−∞,−a),
C3 sin ka za x ∈ (−a, a),
−C2e

−κa za x ∈ (a,∞).
(3.289)

Sliqno prethodnom sluqaju, rexe�a se nalaze grafiqkom metodom, u pre-
seku kru�nice X2 +Y 2 = 2ma2V

~2 i funkcije Y = −Xctg X. Ispostav	a se
da rexe�a postoje samo ako je

2ma2V

~2
≥ 1, (3.290)
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tako da je minimalna vrednost potencijala za koju postoji rexe�e u ovom
sluqaju

Vmin =
~2

2ma2
. (3.291)

12. Hamiltonijan slobodne qestice je p2

2m
, tako da je operator koordinate u Hajzen-

bergovoj slici jednak 6

xH = ei
p2

2m
txe−i

p2

2m
t = x+ [i

p2

2m
t, x] +

∞∑
n=2

1

n!
(
it

2m
)n[p2, ...[p2, x]]. (3.292)

Kako je [p2, x] = p[p, x] + [p, x]p = −2i~p, dobijamo [p2, [p2, x]] = 2i~[p2, p] = 0,
tako da su svi qlanovi u sumi jednaki nuli i

xH = x+
~t
m
p. (3.293)

Operator impulsa u Hajzenbergovoj slici je jednak

pH = ei
p2

2m
tpe−i

p2

2m
t = pei

p2

2m
te−i

p2

2m
t = p. (3.294)

Iskoristili smo da pei
p2

2m
t = ei

p2

2m
tp zato xto ova dva izraza komutiraju7.

13. Veza talasnih funkcija u koordinatnoj i impulsnoj reprezentaciji je

ψ(r) = (2π~)−3/2

∫
e

i
~prφ(p)dp,

φ(p) = (2π~)−3/2

∫
e−

i
~prψ(r)dr. (3.295)

dok je veza potencijala

V (r) =

∫
e

i
~prW (p)dp,

W (p) =
1

(2π~)3

∫
e−

i
~prV (r)dr. (3.296)

Stacionarna Xredingerova jednaqina u kordinatnoj reprezentaciji je

− ~2

2m
∇2ψ + V (r)ψ = Eψ, (3.297)

dok je �ena forma u impulsnoj

~2

2m

∫
e

i
~prp2φ(p)dp+

∫
dp

∫
e

i
~ (p+p′)rW (p)φ(p′)dp′ − E

∫
e

i
~prφ(p)dp = 0.

6Iskoristili smo Baker Campbell Hausdorff formulu.
7ei

p2

2m t je funkcija od p, a mi znamo da je [f(p), p] = 0.
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Ukoliko u dvostrukom integralu pre�emo na integraciju po p i p′′ = p+ p′ i
potom p′′ oznaqimo kao p dobijamo∫

dp

∫
e

i
~prW (p− p′)φ(p′)dp′ (3.298)

Sada XJ u impulsnoj reprezentaciji ima oblik∫
dpe

i
~pr
[
(
p2

2m
− E)φ(p) +

∫
W (p− p′)φ(p′)dp′

]
= 0. (3.299)

Da bi ovaj uslov bio ispu�en, mora va�iti

p2

2m
φ(p) +

∫
W (p− p′)φ(p′)dp′ = Eφ(p). (3.300)

3.5 Linearni harmonijski oscilator

1. Hamiltonijan kvantnog linearnog harmonijskog oscilatora je

Ĥ =
p̂ 2

2m
+

1

2
mω2x̂2. (3.301)

Uvo�e�em operatora kreacije i anihilacije

a =

√
mω

2~
(x̂+

i

mω
p̂), a† =

√
mω

2~
(x̂− i

mω
p̂), (3.302)

za koje va�i komutaciona relacija8

[a, a†] = 1, (3.303)

hamiltonijan dobija oblik

Ĥ = ~ω(a†a+
1

2
) = ~ω(N̂ +

1

2
), (3.304)

gde je N̂ = a†a operator broja qestica. Ako reximo svojstveni problem oper-
atora N̂ , ujedno smo rexili i svojstveni problem hamiltonijana. Svojstveni
problem operatora N̂ je

N̂ |n⟩ = n|n⟩. (3.305)

Ako delujemo operatorom N̂ na a|n⟩ i iskoristimo komutacionu relaciju
[a, a†] = 1, dobi�emo

N̂a|n⟩ = a†aa|n⟩ = a(aa† − 1)|n⟩ = aN̂ |n⟩ − a|n⟩ = (n− 1)a|n⟩. (3.306)

Vidimo da je a|n⟩ svojstveni vektor operatora N̂ za svojstvenu vrednost n− 1

a|n⟩ = C|n− 1⟩, (3.307)

8Pogledajte zadatak 20 iz ode	ka 1.3
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gde je C konstanta normira�a koju treba odrediti.9 Iz qi�enice da je10

⟨n|N̂ |n⟩ = n⟨n|n⟩ = n (3.308)

i

⟨n|N̂ |n⟩ = ⟨n|a†a|n⟩ = ⟨n− 1|C∗C|n− 1⟩ = |C|2⟨n− 1|n− 1⟩ = |C|2, (3.309)

nalazimo
C =

√
n, (3.310)

pa je
a|n⟩ =

√
n|n− 1⟩. (3.311)

Dejstvom operatora N̂ na a†|n⟩ uz korix�e�e komutacione relacije
[a, a†] = 1

N̂a†|n⟩ = a†aa†|n⟩ = a†(a†a+ 1)|n⟩ = a†N̂ |n⟩+ a†|n⟩ = (n+ 1)a†|n⟩, (3.312)

dobijamo da je a†|n⟩ svojstveni vektor operatora N̂ za svojstvenu vrednost n+1

a†|n⟩ = D|n+ 1⟩. (3.313)

D je nepoznata konstanta normira�a.11 Kako je

⟨n|aa†|n⟩ = ⟨n|1 + a†a|n⟩ = ⟨n|n⟩+ ⟨n|N̂ |n⟩ = n+ 1 (3.314)

i
⟨n|aa†|n⟩ = ⟨n+ 1|D∗D|n+ 1⟩ = |D|2⟨n+ 1|n+ 1⟩ = |D|2, (3.315)

dobijamo
D =

√
n+ 1, (3.316)

tako da je delova�e operatora kreacije na proizvo	ni bazisni vektor opera-
tora N̂ jednako

a†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩. (3.317)

Uvo�e�em generalisane koordinate Q̂ i generalisanog impulsa P̂

Q̂ =

√
mω

~
x̂, P̂ =

p̂√
mω~

, (3.318)

operatore kreacije i anihilacije mo�emo da napixemo u formi

a =
1√
2
(Q+ iP ), a† =

1√
2
(Q− iP ). (3.319)

9Primetimo da je
(
a|n⟩

)†
= ⟨n|a† = ⟨n− 1|C∗

10Svojstveni bazis operatora N̂ je ortonormiran, tako da va�i ⟨n|m⟩ = δnm
11

(
a†|n⟩

)†
= ⟨n|a = ⟨n− 1|D∗
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Operatori kreacije i anihilacije u koordinatnoj reprezentaciji12 imaju fo-
rmu

a =
1√
2
(Q+

d

dQ
), a† =

1√
2
(Q− d

dQ
). (3.320)

Za n = 0 imamo vakuumsko sta�e |0⟩. Kada operator anihilacije na �ega
dobijamo vrednost nula,

a|0⟩ = 0. (3.321)

Ukoliko posled�u jednaqinu napixemo u reprezentaciji generalizovane koor-
dinate,13

1√
2
(Q+

d

dQ
)ψ0 = 0, (3.322)

koju potom prepixemo u obliku

dψ0

ψ0

= −QdQ, (3.323)

dobijamo

ψ0 = Ce−
Q2

2 . (3.324)

Konstantu normira�a C �emo odrediti iz uslova

1 = ⟨0|0⟩ = |C|2
∫ ∞

−∞
|ψ0|2dx = |C|2

√
~
mω

∫ ∞

−∞
e−Q

2

dQ = |C|2
√

~π
mω

, (3.325)

tako da va�i

ψ0 =
4

√
mω

~π
e−

Q2

2 . (3.326)

Veza proizvo	nog bazisnog vektora |n⟩ i vakuumskog sta�a |0⟩ je

|n⟩ = a†√
n
|n− 1⟩ = (a†)2√

n(n− 1)
|n− 2⟩ = · · · = (a†)n√

n!
|0⟩. (3.327)

Ako prethodni izraz napixemo u koordinatnoj reprezentaciji

ψn = 4

√
mω

~π
1√
n!

1√
2n

(Q− d

dQ
)ne−

Q2

2 , (3.328)

vidimo da mo�emo na�i sve svojstvene funkcije delova�em operatora (Q− d
dQ

)n

na funkciju e−
Q2

2 . Navex�emo par svojstvenih funkcija

ψ1 =
1√
2

4

√
mω

~π
2Qe−

Q2

2 ,

ψ2 =
1√
8

4

√
mω

~π
(4Q2 − 2)e−

Q2

2 ,

ψ3 =
1√
48

4

√
mω

~π
(8Q3 − 12Q)e−

Q2

2 . (3.329)

12Operator P̂ u koordinatnoj reprezentaciji je −i d
dQ

13Svojstveno sta�e |n⟩ u koordinatnoj reprezentaciji je⟨x|n⟩ = ψn
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Funkcije 2Q, (4Q2− 2), (8Q3− 12Q) su Hermitovi14 polinomi, prvog drugog i
tre�eg stepena, redom. Opxta formula za Hermitov polinom je

Hn(Q) = e
Q2

2 (Q− d

dQ
)ne−

Q2

2 , (3.330)

pa se svojstvene funkcije mogu napisati u obliku

ψn(Q) =
1√
2nn!

4

√
mω

~π
e−

Q2

2 Hn(Q). (3.331)

Svojstvene energije Hamiltonijana su diskretne

En = ⟨n|H|n⟩ = ⟨n|~ω(N̂ +
1

2
)|n⟩ = ~ω(n+

1

2
), n = 0, 1, 2, ... (3.332)

Energija osnovnog sta�a je

E0 =
1

2
~ω. (3.333)

2.

⟨x̂⟩|n⟩ = ⟨n|
√

~
2mω

(a+ a†)|n⟩ =
√

~
2mω

[
⟨n|a|n⟩+ ⟨n|a†|n⟩

]
. (3.334)

Kako je

⟨n|a|n⟩ =
√
n⟨n|n− 1⟩ = 0,

⟨n|a†|n⟩ =
√
n+ 1⟨n|n+ 1⟩ = 0, (3.335)

zak	uqujemo da je
⟨x̂⟩|n⟩ = 0. (3.336)

Da	e,

⟨x̂2⟩|n⟩ = ⟨n| ~
2mω

(a+ a†)2|n⟩

=
~

2mω

[
⟨n|aa|n⟩+ ⟨n|a†a|n⟩+ ⟨n|aa†|n⟩+ ⟨n|a†a†|n⟩

]
. (3.337)

Kada izraqunamo matriqne elemente

⟨n|aa|n⟩ =
√
n(n− 1)⟨n|n− 2⟩ = 0,

⟨n|a†a|n⟩ =
√
n⟨n|a†|n− 1⟩ =

√
n
√
n⟨n|n⟩ = n,

⟨n|aa†|n⟩ =
√
n+ 1⟨n|a|n+ 1⟩ =

√
n+ 1

√
n+ 1⟨n|n⟩ = n+ 1,

⟨n|a†a†|n⟩ =
√
n+ 1⟨n|a†|n+ 1⟩ =

√
n+ 1

√
n+ 2⟨n|n+ 2⟩ = 0, (3.338)

dobijamo

⟨x̂2⟩|n⟩ =
~

2mω
(2n+ 1). (3.339)

14Oznaka za Hermitov polinom je Hn, H1 je Hermitov polinom prvog stepena, H2 Hermitov
polinom drugog...
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Generalno, matriqni element koji sadr�i k operatora kreacije i l operatora
anihilacije

⟨n|aaa†a†aa...a†aa|m⟩ (3.340)

je nenulti ako je k − l = n −m i ako prilikom delova�a operatora kreacije
i anihilacije na proizvo	na sta�1a nikada ne do�mo do sluqaja a|0⟩ = 0, jer
tada matriqni element automatski postaje jednak nuli. Ilustova�emo to na
par primera.

PRIMER 1

Matriqni element

⟨2|a†a†a†a|0⟩ = 0 (3.341)

je jednak nuli iako je zadovo	en uslov k−l = n−m15 jer opera tor anihilacije
deluje na vakuumsko sta�e |0⟩.
PRIMER 2

Matriqni element

⟨3|a†a†a†a|1⟩ =
√
1⟨3|a†a†a†|0⟩ =

√
2⟨3|a†a†|1⟩ =

√
2
√
3⟨3|a†|2⟩

=
√
2
√
3
√
4⟨3|3⟩ =

√
24 (3.342)

je razliqit od nule jer je zadovo	en uslov k− l = n−m i operator anihilacije
ne deluje na vakuumsko sta�e |0⟩.
Sada se mo�emo vratiti naxem zadatku. Sred�a vrednost operatora impulsa
je jednaka nuli

⟨p̂⟩|n⟩ = ⟨n| − i
√
mω~
2

(a− a†)|n⟩ = −i
√
mω~
2

[
⟨n|a|n⟩ − ⟨n|a†|n⟩

]
, (3.343)

jer su matriqni elementi ⟨n|a|n⟩ = 0 i ⟨n|a†|n⟩ = 0. Sred�a vrednost kvadrata
operatora impulsa je

⟨p̂2⟩|n⟩ = ⟨n| − mω~
2

(a− a†)2|n⟩

= −mω~
2

[
⟨n|aa|n⟩ − ⟨n|a†a|n⟩ − ⟨n|aa†|n⟩+ ⟨n|a†a†|n⟩

]
. (3.344)

Nenulti matriqi elementi su

⟨n|a†a|n⟩ = n,

⟨n|aa†|n⟩ = n+ 1, (3.345)

tako da je

⟨p̂2⟩|n⟩ =
mω~
2

(2n+ 1). (3.346)

15k = 3, l = 1, n = 2, m = 0
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Neodre�enost koordinate i impulsa su, redom

∆x̂ =
√
⟨x̂2⟩|n⟩ − ⟨x̂⟩2|n⟩ =

√
~

2mω
(2n+ 1),

∆p̂ =
√
⟨p̂2⟩|n⟩ − ⟨p̂⟩2|n⟩ =

√
mω~
2

(2n+ 1), (3.347)

Sama mo�emo da izraqunamo neodre�enost LHO

∆x̂∆p̂ =
~
2
(2n+ 1) ≥ ~

2
. (3.348)

Minimalna neodre�enost je u osnovnom sta�u, za n = 0.

3. Matriqni elementi Hamiltonijana Ĥ u svojstvenom bazisu su16

[Ĥ]ij = ⟨i|~ω(a†a+
1

2
)|j⟩ = ~ω ⟨i|a†a|j⟩︸ ︷︷ ︸

jδij

+~ω
1

2
⟨i|j⟩ = ~ωδij(j +

1

2
), (3.349)

tako da je reprezentacija Hamiltonijana u ovom bazisu,

[Ĥ] =


1
2
~ω . . .

3
2
~ω . . .

5
2
~ω . . .

...
...

...
. . .

 , (3.350)

dijagonalna, xto je i oqekivan0 jer je ovaj bazis svojstveni za Hamiltonijan.

Proizvo	an matriqni element operatora koordinate je

[x̂]ij = ⟨i|
√

~
2mω

(a+ a†)|j⟩ =
√

~
2mω

(
⟨i|a|j⟩︸ ︷︷ ︸
√
jδi,j−1

+ ⟨i|a†|j⟩︸ ︷︷ ︸
√
j + 1δi,j+1

)

=

√
~

2mω
(
√
jδi,j−1 +

√
j + 1δi,j+1). (3.351)

Matricna reprezentacija operatora koordinate je

[x̂] =

√
~

2mω


0 1 0 . . .

1 0
√
2 . . .

0
√
2 0 . . .

...
...

...
. . .

 . (3.352)

Ona je nedijagonalna i ima nenulte matriqne elemente na dijagonalama iznad
i ispod glavne dijagonale.

16i i j uzimaju vrednosti 0, 1, 2, 3...
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Sliqno nalazimo i matriqi element operatora impulsa,

[p̂]ij = ⟨i| − i
√
mω~
2

(a− a†)|j⟩ = −i
√
mω~
2

(
⟨i|a|j⟩︸ ︷︷ ︸
√
jδi,j−1

− ⟨i|a†|j⟩︸ ︷︷ ︸
√
j + 1δi,j+1

)

= −i
√
mω~
2

(
√
jδi,j−1 −

√
j + 1δi,j+1), (3.353)

kao i reprezentaciju istog

[p̂] = −i
√
mω~
2


0 1 0 . . .

−1 0
√
2 . . .

0 −
√
2 0 . . .

...
...

...
. . .

 . (3.354)

Vidimo da je i reprezentacija operatora impulsa nedijagonalna i, kao i x̂, ima
nenulte matriqne elemente na dijagonalama iznad i ispod glavne dijagonale.

Kako uvek va�i [x̂, p̂] = i~, mo�e se proveriti da ova komutaciona relacija
va�i i u ovom bazisu. Naravno, to je oqekivano, ali nije na odmet izvrxiti
proveru.17

4. Prvo treba odrediti konastantu normira�a C. Iz uslova normiranosti ta-
lasne funkcije na jedinicu,

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =
(√2

2
⟨0|+

√
2

4
⟨2|+ c⟨3|

)(√2
2
|0⟩+

√
2

4
|2⟩+ c|3⟩

)
=

2

4
⟨0|0⟩+ 2

16
⟨2|2⟩+ c2⟨3|3⟩ = 10

16
+ c2, (3.355)

nalazimo

C =

√
6

4
. (3.356)

Sred�a vrednost koordinate u sta�u |ψ⟩ je18

⟨x̂⟩ =
(√2

2
⟨0|+

√
2

4
⟨2|+

√
6

4
⟨3|
)√ ~

2mω
(a+ a†)

(√2
2
|0⟩+

√
2

4
|2⟩+

√
6

4
|3⟩
)

=

√
~

2mω
(

√
3

8
⟨2|a|3⟩︸ ︷︷ ︸
=

√
3

+

√
3

8
⟨3|a†|2⟩︸ ︷︷ ︸

√
3

)

=

√
~

2mω

3

4
. (3.357)

17Komutaciona relacija izme�u koordinate i impulsa je jednaka [x̂, p̂] = i~I, gde je I beskonaqno
dimenzionalna jediniqna matrica. Obiqno se I ne pixe ali podrazumeva.

18U jednaqini �emo pisati samo nenulte matriqne elemente, ostale �emo izostaviti radi ko-
mpaktnosti izraza
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Sred�a vrednost operatora impulsa u sta�u |ψ⟩

⟨p̂⟩ = −i
√
mω~
2

(√2
2
⟨0|+

√
2

4
⟨2|+

√
6

4
⟨3|
)
(a− a†)

(√2
2
|0⟩+

√
2

4
|2⟩+

√
6

4
|3⟩
)

= −i
√
mω~
2

(

√
3

8
⟨2|a|3⟩︸ ︷︷ ︸
=

√
3

−
√
3

8
⟨3|a†|2⟩︸ ︷︷ ︸

√
3

)

= 0. (3.358)

Sliqno, sred�a vrednost kvadrata operatora impulsa je

⟨x̂2⟩ =
(√2

2
⟨0|+

√
2

4
⟨2|+

√
6

4
⟨3|
) ~
2mω

(a+a†)2
(√2

2
|0⟩+

√
2

4
|2⟩+

√
6

4
|3⟩
)
. (3.359)

Izraqunava�em nenultih matriqnih elemenata

⟨0|aa|2⟩ =
√
2,

⟨2|aa|0⟩ =
√
2,

⟨0|aa†|0⟩ = 1,

⟨2|a†a+ aa†|2⟩ = 5,

⟨3|a†a+ aa†|3⟩ = 7, (3.360)

dobijamo

⟨x̂2⟩ = ~
2mω

(

√
2

2
+

49

8
). (3.361)

Sred�a vrednost kvadrata operatora impulsa je

⟨p̂2⟩ =
(√2

2
⟨0|+

√
2

4
⟨2|+

√
6

4
⟨3|
)
−mω~

2
(a−a†)2

(√2
2
|0⟩+

√
2

4
|2⟩+

√
6

4
|3⟩
)
. (3.362)

Nenulti matriqni elemenati su, kao i kod sred�e vrednosti kvadrata opera-
tora koordinate,

⟨0|aa|2⟩ =
√
2,

⟨2|a†a†|0⟩ =
√
2,

⟨0|aa†|0⟩ = 1,

⟨2|a†a+ aa†|2⟩ = 5,

⟨3|a†a+ aa†|3⟩ = 7, (3.363)

tako da je

⟨p̂2⟩ = mω~(
11

16
−
√
2

4
). (3.364)

Neodre�enost koordinate je

∆x̂ =

√
~

2mω
(

√
2

2
+

43

8
), (3.365)



72 GLAVA 3. REXE�A

dok je neodre�enost impulsa

∆p̂ =

√
mω~
2

(
11

8
−
√
2

2
), (3.366)

Tako da je neodre�enost LHO u sta�u |ψ⟩ jednaka

∆x̂∆p̂ = ~

√
(
11

8
−
√
2

2
)(

√
2

2
+

43

8
). (3.367)

Primetimo da je lakxe uraditi zadatak ako izraqunamo ⟨x̂⟩, ⟨p̂⟩, ⟨x̂2⟩ i ⟨Ĥ⟩,
dok ⟨p̂2⟩ mo�emo da na�emo koriste�i relaciju

⟨Ĥ⟩ = 1

2m
⟨p̂2⟩+ 1

2
mω2⟨x̂2⟩ ⇒ ⟨p̂2⟩ = 2m(⟨Ĥ⟩ − 1

2
mω2⟨x̂2⟩). (3.368)

Sred�u vrednost hamiltonijana je

⟨Ĥ⟩ =
(√2

2
⟨0|+

√
2

4
⟨2|+

√
6

4
⟨3|
)
~ω(a†a+

1

2
)
(√2

2
|0⟩+

√
2

4
|2⟩+

√
6

4
|3⟩
)
. (3.369)

Nenulti matriqni elementi su

⟨0|a†a+ 1

2
|0⟩ =

1

2
,

⟨2|a†a+ 1

2
|2⟩ =

5

2
,

⟨3|a†a+ 1

2
|3⟩ =

7

2
, (3.370)

tako da je

⟨Ĥ⟩ = 15

8
~ω. (3.371)

5. Predvi�en za samostalan rad.

6. Prvo �emo na�i operatore kreacije i anihilacije u Hajzenbergovoj slici

aH = e
iHt
~ ae−

iHt
~ = eiωt(a

†a+ 1
2
)ae−iωt(a

†a+ 1
2
) (3.372)

=
∞∑
n=0

1

n!
(iωt)n[a†a+

1

2
, [..., [a†a+

1

2
, a].

Kako je [a†a + 1
2
, a] = [a†a, a] = a†[a, a] + [a†, a]a = −a, zak	uqujemo da su n

komutatora jednaka [a†a+ 1
2
, [..., [a†a+ 1

2
, a] = (−1)na, tako da dobijamo

aH =
∞∑
n=0

1

n!
(iωt)n(−1)na = e−iωta. (3.373)
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Odmah nalazimo a†H = (e−iωta)† = eiωta† i

xH =

√
~

2mω
(aH + a†H) = x cosωt+

p

mω
sinωt, (3.374)

pH = i

√
~mω
2

(a†H − aH) = p cosωt−mωx sinωt,

tako da je [xH(t1), pH(t2)] = i cosω(t1 − t2) i [xH(t1), xH(t2)] =
i
mω

sinω(t1 − t2).

7. Rexava�emo jednaqinu 3.300. Potencijal je jednak 1
2
mω2x2. Sada mo�emo da

na�emo U(p− p′)

U(p− p′) =
mω2

4π~

∫
x2e−

i
~ (p−p

′)xdx = −mω
2~

4π

∂

∂p2

∫
e−

i
~ (p−p

′)xdx

= −mω
2~2

2

∂2

∂p2
δ(p− p′). (3.375)

Jednaqina 3.300 sada ima oblik

[
p2

2m
− mω2~2

2

∂

∂p2
]φ(p) = Eφ(p). (3.376)

Posled�i izraz je identiqan Xredingerovoj jednaqini u koordinatnoj repre-
zentaciji, tako da su svojstvene funkcoje i svojstvene energije

φn(p) =
e−p

2/2mω~√
2nn!
√
mωπ~

Hn(
p√
mω~

),

En = ~ω(n+
1

2
), n = 0, 1, 2, ... (3.377)

3.6 Ugaoni moment

1. Vektorski operator ugaonog momenta impulsa,

L̂ = r̂ × p̂ = L̂xex + L̂yey + L̂zez, (3.378)

je definisan u prostoru sta�a

V (R) = V (Rx)⊗ V (Ry)⊗ V (Rz). (3.379)

Dekartove komponente vektorskog operatora ugaonog momenta su

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y,
L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z,
L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x, (3.380)
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i �ive, redom, u prostorima sta�a V (Rx), V (Ry) i V (Rz). Komponente ugaonog
momenta zadovo	aju komutacione relacije

[L̂i, L̂j] = i~ϵijkL̂k, (3.381)

gde je ϵijk tenzor Levi-Qivita19 Pokaza�emo da je [L̂x, L̂y] = i~L̂z koriste�i
komutacione relacije [x̂i, p̂j] = i~δij i osobinu da je [AB,CD] = A[B,C]D +
AC[B,D]+C[A,D]B+[A,C]DB, a ostale komutacione relacije izme�u drugih
komponenata ugaonog momenta se analogno dokazuju.

[L̂x, L̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z] = [ŷp̂z, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z]− [ẑp̂y, ẑp̂x]− [ŷp̂z, x̂p̂z]

= ŷ[p̂z, ẑ]p̂x + ŷẑ[p̂z, p̂x] + ẑ[ŷ, p̂x]p̂z + [ŷ, ẑ]p̂xp̂z

+ ẑ[p̂y, x̂]p̂z + ẑx̂[p̂y, p̂z] + x̂[ẑ, p̂z]p̂y + [ẑ, x̂]p̂zp̂y

− ẑ[p̂y, ẑ]p̂x − ẑẑ[p̂y, p̂x]− ẑ[ẑ, p̂x]p̂y − [ẑ, ẑ]p̂xp̂y

− ŷ[p̂z, x̂]p̂z − ŷx̂[p̂z, p̂z]− x̂[ŷ, p̂z]p̂z − [ŷ, x̂]p̂zp̂z

= ŷ[p̂z, ẑ]p̂x + x̂[ẑ, p̂z]p̂y

= −i~ŷp̂x + i~x̂p̂y
= i~L̂z. (3.382)

U xestom redu prethodne jednaqine smo napisali samo one komutatore koji su
nenulti. Ako uvedemo skalarni operator

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z (3.383)

i iskoristimo malopre navedene komutacione relacije

[L̂2, L̂z] = [L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z, L̂z] = [L̂2

x, L̂z] + [L̂2
y, L̂z] + [L̂2

z, L̂z]

= L̂x[L̂x, L̂z] + [L̂x, L̂z]L̂x + L̂y[L̂y, L̂z] + [L̂y, L̂z] + [L̂y, L̂z]L̂y

= −i~L̂xL̂y − i~L̂yL̂x + i~L̂yL̂x + i~L̂xL̂y
= 0, (3.384)

zak	uqujemo da operatori L̂2 i L̂z komutiraju, tj. imaju zajedniqki svojstveni
bazis. U koordinatnoj reprezentaciji komponente momenta impulsa su jednake

L̂x = −i~(y ∂
∂z
− z ∂

∂y
),

L̂y = −i~(z ∂
∂x
− x ∂

∂z
),

L̂z = −i~(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
). (3.385)

Ako �elimo da ove operatore napixemo u sfernim koordinatama, prelazimo
u prostor sta�a

V (R) = V (r)⊗ V (θ)⊗ V (φ), (3.386)

19Totalno antisimetriqan tenzor po svim indeksima ϵijk = −ϵjik = −ϵkji = −ϵikj , koji je jednak
nuli ako su dva indeksa jednaka. Po definiciji je ϵ123 = 1
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gde r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π] i φ ∈ [0, 2π]. Da bismo napisali komponente vektorskog
operatora u ovom prostoru sta�a moramo da izrazimo parcijalne izvode ∂

∂x
,

∂
∂y
, ∂
∂z

pomo�u parcijalnih izvoda ∂
∂r
, ∂
∂θ

i ∂
∂φ
. Uz pomo� par elementarnih

transformacija dolazimo do slede�ih izraza

∂

∂x
=

∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
+
∂φ

∂x

∂

∂φ
= sin θ cosφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosφ

∂

∂θ
− 1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ
,

∂

∂y
=

∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
+
∂φ

∂y

∂

∂φ
= sin θ sinφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinφ

∂

∂θ
+

1

r

cosφ

sin θ

∂

∂φ
,

∂

∂z
=

∂r

∂z

∂

∂r
+
∂θ

∂z

∂

∂θ
+
∂φ

∂z

∂

∂φ
= cos θ

∂

∂r
− 1

r
sin θ

∂

∂θ
. (3.387)

Ako iskoristimo ove relacije, komponenete ugaonog momenta postaju

L̂x = i~(sinφ
∂

∂θ
+ ctgθ cosφ

∂

∂φ
),

L̂y = −i~(cosφ ∂

∂θ
− ctgθ sinφ ∂

∂φ
),

L̂z = −i~ ∂

∂φ
. (3.388)

Vidimo da sve komponente zavise samo og uglova, pa i kvadrat ugaonog mo-
menta �ivi u prostoru V (θ) Sada �elimo da izrazimo kvadrat ugaonog mo-
menta u sfernim koordinatama. �ega dobijamo kada delujemo sa L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z

na proizvo	nu funkciju f(θ, φ),

L̂2f(θ, φ) = (L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z)f(θ, φ) =

= −~2
[
(sinφ

∂

∂θ
+ ctgθ cosφ

∂

∂φ
)(sinφ

∂

∂θ
+ ctgθ cosφ

∂

∂φ
)

+ (cosφ
∂

∂θ
− ctgθ sinφ ∂

∂φ
)(cosφ

∂

∂θ
− ctgθ sinφ ∂

∂φ
) +

∂

∂φ

∂

∂φ

]
f(θ, φ)

= −~2
[(

sin2 φ
∂2

∂θ2
+

sinφ cosφ

sin2 θ

∂

∂φ
+ sinφ cosφctgθ

∂

∂φ

∂

∂θ
+ ctgθ cos2 φ

∂

∂θ

+ sinφ cosφctgθ
∂

∂φ

∂

∂θ
− sinφ cosφctg2θ

∂

∂φ
+ cos2 φctg2θ

∂2

∂φ2

)
+

(
cos2 φ

∂2

∂θ2
− sinφ cosφ

sin2 θ

∂

∂φ
− sinφ cosφctgθ

∂

∂φ

∂

∂θ
+ ctgθ sin2 φ

∂

∂θ

− sinφ cosφctgθ
∂

∂φ

∂

∂θ
+ sinφ cosφctg2θ

∂

∂φ
+ ctg2θ sin2 φ

∂2

∂φ2

)
+

∂2

∂φ2

]
f(θ, φ)

= −~2
[ ∂2
∂θ2

+ ctgθ
∂

∂θ
+

∂2

∂φ2
+

cos2 θ

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
f(θ, φ)

= −~2
[ 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin θ

∂2

∂φ2

]
f(θ, φ), (3.389)

tako da je

L̂2 = −~2
[ 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin θ

∂2

∂φ2

]
. (3.390)
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Sada kada znamo oba operatora u sfernim koordinatama mo�emo da rexavamo
zajedniqki svojstveni problem oba operatora. Neka je Y (θ, φ) = zajedniqka
svojstvena funkcija. Svojstveni problem operatora L̂z je

L̂zY (θ, φ) = bY (θ, φ). (3.391)

Ako napixemo svojstvenu funkciju u obliku Y (θ, φ) = P (θ)F (φ), jednaqina se
da	e transformixe u

−i~ ∂

∂φ
P (θ)F (φ) = bP (θ)F (φ)

⇒ −i~∂F (φ)
∂φ

P (θ) = bP (θ)F (φ)

⇒ ∂F (φ)

F (φ)
=
i

~
b dφ

⇒ F (φ) = Ce
i
~ bφ. (3.392)

Iz uslova

F (φ) = F (φ+ 2π)

⇔ Ce
i
~ b φ = Ce

i
~ b(φ+2π)

⇒ e
i
~ b 2π = 1. (3.393)

dobijamo
b = m~, m = 0,±1,±2... (3.394)

Konstantu normira�a, C, odre�ujemo iz uslova

1 =

∫ 2π

0

|F (φ)|2dφ = |C|2
∫ 2π

0

eimφe−imφdφ = |C|22π

⇒ C =
1√
2π
, (3.395)

tako da je

F (φ) =
1√
2π
eimφ. (3.396)

Jednaqine (3.390) i (3.396) nam transformixu svojstvenu jednaqinu operatora
L̂2 u

− ~2
[ 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin θ

∂2

∂φ2

]
P (θ)

1√
2π
eimφ = aP (θ)

1√
2π
eimφ. (3.397)

Ako delujemo operatorom ∂2

∂φ2 na e
imφ dobijamo jednaqinu po θ

− ~2
[ 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
)− m2

sin θ

]
P (θ) = aP (θ). (3.398)
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Rexe�a postoje ukoliko je

a2 = ~2ℓ(ℓ+ 1), l = 0, 1, 2, 3, ... m = −ℓ, ..., ℓ. (3.399)

Svojstvene funkcije Y m
ℓ (θ, φ) se nazivaju sferni harmonici. One se u ket

notaciji oznaqavaju kao |ℓ,m⟩. Sferni harmonici u bra ket notaciji zadovo	a-
vaju jednakost

⟨ℓ,m|ℓ′,m′⟩ = δℓ,ℓ′δm,m′ (3.400)

Ista ta jednakost se u (θ, φ) reprezentaciji mo�e zapisati kao∫ π

0

∫ 2π

0

Y ∗m
ℓ (θ, φ)Y m′

ℓ ′ (θ, φ) sin θdθdφ = δℓ,ℓ′δm,m′ . (3.401)

2. a)

L̂±L̂∓ = (L̂x ± iL̂y)(L̂x ∓ iL̂y) = L̂2
x ± iL̂yL̂x ∓ iL̂xL̂y + L̂2

y = L̂2
x + L̂2

y︸ ︷︷ ︸
L̂2 − L̂2

z

∓i [L̂x, L̂y]︸ ︷︷ ︸
i~L̂z

= L̂2 − L̂2
z ± i i~L̂z

= L̂2 − L̂2
z ± ~L̂z. (3.402)

Pomo�u ovih izraza mo�emo zak	uqiti da su svi komutatori

[L̂−L̂+, L̂+L̂−] = 0, [L̂+L̂−, L̂z] = 0, [L̂+L̂−, L̂z] = 0, (3.403)

jednaki nuli jer se svode na zbir ili razliku komutatora

[L̂2, L̂z] = 0, [L̂2, L̂2
z] = 0, [L̂2

z, L̂z] = 0, (3.404)

koji su jednaki nuli.

b).

Prvo �emo izraqunati komutator

[L̂z, L̂±] = [L̂z, L̂x ± iL̂y] = [L̂z, L̂x]± i[L̂z, L̂y] = i~L̂y ± ~L̂x = ±~(L̂x ± iL̂y)
= ±~L̂±. (3.405)

Ako delujemo operatorom L̂z deluje na vektor L̂±|ℓ,m⟩ i iskoristimo prethodno
izvedenu komutacionu relaciju

L̂zL̂±|ℓ,m⟩ = (±~L̂± + L̂±L̂z)|ℓ,m⟩ = (±~L̂± + L̂±~m)|ℓ,m⟩
= (m± 1)~L̂±|ℓ,m⟩, (3.406)

vidimo da je L̂±|ℓ,m⟩ svojstveni vektor operatora L̂z za svojstvenu vrednost
m± 1,

|ℓ,m± 1⟩ = C±L̂±|ℓ,m⟩, (3.407)
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gde je C± konstanta normira�a koju treba odrediti. Iz uslova normiranosti
talasne funkcije,

1 = ⟨ℓ,m± 1|ℓ,m± 1⟩ = ⟨ℓ,m|L̂∓L̂±|ℓ,m⟩
= |C±|2⟨ℓ,m|L̂2 − L̂2

z ∓ ~L̂z|ℓ,m⟩ = |C±|2⟨ℓ,m|~2ℓ(ℓ+ 1)−m2~2 ∓ ~2m|ℓ,m⟩
= ~2

(
ℓ(ℓ+ 1)−m(m± 1)

)
, (3.408)

nalazimo koeficijent normira�a

C± = ~
√
ℓ(ℓ+ 1)−m(m± 1). (3.409)

3. Operatori podiza�a i spuxta�a L̂± u (θ, φ) reprezentaciji su

L̂± = ~e±iφ(ictgθ∂φ ± ∂θ). (3.410)

Znamo da je
L̂+|1, 0⟩ = ~

√
1(1 + 1)− 0(0 + 1)|1, 1⟩ = ~|1, 1⟩. (3.411)

Ako ovu jednaqinu zapixemo u (θ, φ) reprezentaciji, dobijamo

L̂+⟨θ, φ|1, 0⟩ = ~
√
1⟨θ, φ|1, 1⟩,

~eiφ(ictgθ∂φ + ∂θ)Y
0
1 (θ, φ) = ~

√
2Y 1

1 (θ, φ),

Y 1
1 (θ, φ) =

1

~
√
2
~eiφ(ictgθ∂φ + ∂θ)

1

2

√
3

π
cos θ = −1

2

√
3

2π
sin θeiφ. (3.412)

Da bismo naxli |1,−1⟩, delova�emo operatorom L̂− na |1, 0⟩

L̂−|1, 0⟩ = ~
√
1(1 + 1)− 0(0− 1)|1,−1⟩ = ~

√
2|1,−1⟩. (3.413)

Ova jednaqina u (θ, φ) reprezentaciji ima oblik

~e−iφ(ictgθ∂φ − ∂θ) ·
[1
2

√
3

π
cos θ

]
= ~
√
2Y −1

1 (θ, φ), (3.414)

odakle dobijamo

Y −1
1 (θ, φ) =

1

2

√
3

2π
sin θe−iφ. (3.415)

4. a)

Kako je

L̂x =
L̂+ + L̂−

2
, (3.416)

sred�a vrednost ⟨L̂x⟩ je jednaka

⟨L̂x⟩ =
1

2
⟨ℓ,m|L̂+ + L̂−|ℓ,m⟩

=
~
2

[
C+⟨ℓ,m|ℓ,m+ 1⟩+ C−⟨ℓ,m|ℓ,m− 1⟩

]
= 0. (3.417)
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b)

L̂2
x =

(L̂+ + L̂−)
2

4
=

1

4
(L̂2

+ + L̂2
− + L̂+L̂− + L̂−L̂+). (3.418)

Sred�a vrednost operatora L̂2
x je

⟨ℓ,m|L̂2
x|ℓ,m⟩ =

1

4
⟨ℓ,m|L̂2

+ + L̂2
− + L̂+L̂− + L̂−L̂+|ℓ,m⟩

=
1

4
⟨ℓ,m|L̂+L̂− + L̂−L̂+|ℓ,m⟩. (3.419)

Kako je

L̂±L̂∓ = L̂2 − L̂2
z ± ~L̂z, (3.420)

dobijamo

⟨L̂2
x⟩ =

1

2
⟨ℓ,m|L̂2 − L̂2

z|ℓ,m⟩ =
1

2
~2
[
ℓ(ℓ+ 1)−m2

]
. (3.421)

v)

L̂y =
L̂+ − L̂−

2i
, (3.422)

na osnovu qega dobijamo

⟨L̂xL̂y⟩ =
1

4i
⟨ℓ,m|L̂2

+ − L̂2
− − L̂+L̂− + L̂−L̂+|ℓ,m⟩

=
1

4i
⟨ℓ,m|L̂−L̂− − L̂+L̂−|ℓ,m⟩ =

1

4i
⟨ℓ,m| − 2~L̂z|ℓ,m⟩

= −2m~2

4i
=
im~2

2
. (3.423)

g) Operator projekcije momenta impulsa na proizvo	nu osu n je

L̂n = L̂x sin θ cosφ+ L̂y sin θ sinφ+ L̂z cos θ. (3.424)

Sred�a vrednost tog operatora u sta�u |ℓ,m⟩ je

⟨L̂n⟩ = sin θ cosφ⟨ℓ,m|L̂x|ℓ,m⟩+ sin θ sinφ⟨ℓ,m|L̂y|ℓ,m⟩+ cos θ⟨ℓ,m|L̂z|ℓ,m⟩
= cos θ⟨ℓ,m|L̂z|ℓ,m⟩ = cos θm~⟨ℓ,m|ℓ,m⟩
= m~ cos θ. (3.425)

d) Predvi�en za samostalan rad.

5. Prostor sta�a u kome radimo je 3D. Matriqna reprezentacija bazisnih vektora
je

|1, 1⟩ =

 1
0
0

 , |1, 0⟩ =

 0
1
0

 , |1,−1⟩ =

 0
0
1

 . (3.426)
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Delova�em operatorom L̂z na bazisne vektore

L̂z|1, 1⟩ = ~|1, 1⟩,
L̂z|1, 0⟩ = 0,

L̂z|1,−1⟩ = −~|1,−1⟩ (3.427)

nalazimo matriqnu reprezentaciju operatora L̂z u ovom bazisu,

L̂z = ~

 1
0
−1

 . (3.428)

Reprezentacija ovog operatora je dijagonalna matrica, xto je i oqekivano
poxto je bazis svojstveni za dotiqni operator. Sliqno, delova�em operatora
L̂+ na bazisne vektore

L̂+|1, 1⟩ = 0,

L̂+|1, 0⟩ = ~
√
2|1, 1⟩,

L̂+|1,−1⟩ = ~
√
2|1, 0⟩, (3.429)

nalazimo matriqnu reprezentaciju operatora L̂+,

L̂+ = ~

 √
2 √

2

 . (3.430)

Analogno i za L̂−,

L̂−|1, 1⟩ = ~
√
2|1, 0⟩,

L̂−|1, 0⟩ = ~
√
2|1,−1⟩,

L̂−|1,−1⟩ = 0, (3.431)

L̂− = ~

 √2 √
2

 . (3.432)

20 Kako je

L̂x =
L̂+ + L̂−

2
, L̂y =

L̂+ − L̂−

2i
, (3.433)

nalazimo matriqne reprezentacije operatora L̂x i L̂y,

L̂x =
~
√
2

2

 1
1 1

1

 , L̂y =
~
√
2

2i

 1
−1 1

−1

 . (3.434)

20Primetimo da izme�u L̂+ i L̂− postoji veza L̂†
+ = L̂−. Ova veza mora da postoji i izme�u ma-

triqih reprezentacija ova dva operatora, tako da je dovo	no izraqunati matriqnu reprezentaciju
jednog operatora, a druga se dobija kada prvu reprezentaciju a�ungujemo.
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b)

I NAQIN

Sred�a vrednost operatora L̂2
x u sta�u |ψ⟩ = 1√

2
|1, 0⟩+ 1√

2
|1,−1⟩ je

⟨ψ|L̂2
x|ψ⟩ = 1

4
⟨ψ|L̂2

+ + L̂2
− + L̂+L̂− + L̂−L̂+|ψ⟩ =

=
1

4

( 1√
2
⟨1, 0|+ 1√

2
⟨1,−1|

)(
L̂2
+ + L̂2

− + L̂+L̂− + L̂−L̂+

)( 1√
2
|1, 0⟩+ 1√

2
|1,−1⟩

)
.

(3.435)
Nenulti matriqni elementi su

⟨1, 0|L̂+L̂− + L̂−L̂+|1, 0⟩ = ⟨1, 0|L̂2 − L̂2
z|1, 0⟩ = 4~2,

⟨1,−1|L̂−L̂+|1,−1⟩ = 2~2, (3.436)

tako da je

⟨L̂2
x⟩ =

3

4
~2. (3.437)

II NAQIN

Zadatak mo�emo da reximo i matriqno.

⟨ψ|L̂2
x|ψ⟩ = |L̂x|ψ⟩|2. (3.438)

Kako znamo matriqnu reprezentaciju operatora L̂x (jednaqina 3.434), kada re-
prezentujemo sta�e |ψ⟩,

|ψ⟩ = 1√
2

 0
1
1

 , (3.439)

dobijamo

L̂x|ψ⟩ =
~
2

 1
1
1

 , (3.440)

tako da pomo�u posled�e jednaqine i jednaqine (3.438) dobijamo

⟨L̂2
x⟩ =

3

4
~2. (3.441)

6. Predvi�en za samostalan rad.

7. Matriqnu reprezentaciju operatora L̂x u datom bazisu znamo (jednaqina 3.434).
Ako reximo svojstveni problem operatora L̂x u tom bazisu,

det |L̂x − λI3×3| = 0, (3.442)
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dobijamo svojstvene vrednosti λ1 = 0, λ2 = −~ i λ3 = ~. Sada �elimo da
na�emo svojstvena sta�a. Za svojstvenu vrednost 0,

~
√
2

2

 1
1 1

1

 a
b
c

 = 0⇒ b = 0, a = −c, (3.443)

dobijamo svojstveno sta�e

ψ0 =
1√
2

 1
0
−1

 , tj. |ψ0⟩ =
1√
2
(|1, 1⟩ − |1,−1⟩). (3.444)

Svojstvena jednaqina za svojstvenu vrednost −~ je

~
√
2

2

 1
1 1

1

 a
b
c

 = −~

 a
b
c

⇒ b = −
√
2a, a = c, (3.445)

a svojstveno sta�e

ψ−~ =
1

2

 1

−
√
2

1

 , tj. |ψ−~⟩ =
1

2
(|1, 1⟩ −

√
2|1, 0⟩+ |1,−1⟩). (3.446)

8. Qestica prelazi u sta�e dato jednaqinom (3.446). Verovatno�a prelaza je

ω =
∣∣∣⟨ψ|ψ~⟩

∣∣∣2 = ∣∣∣(√3
2
⟨1, 1|+ 1

2
⟨1,−1|)1

2
(|1, 1⟩ −

√
2|1, 0⟩+ |1,−1⟩)

∣∣∣2
=

∣∣∣√3
4

+
1

4

∣∣∣2 = 2 +
√
3

8
. (3.447)

9. Hamiltonijan krutog rotatora u ravni je

Ĥ =
L̂2
z

2I
. (3.448)

Iz qi�enice da Hamiltonijan i operator L̂z komutiraju, znamo da oni imaju
zajedniqki svojstveni bazis

⟨φ|m⟩ = ψ±m(φ) =
1√
2π
e±imφ. (3.449)

Svojstvene energije krutog rotatora dobijamo rexava�em Xredingerove jed-
naqine

Hψ±m = E±ψ±m. (3.450)

Kako je
L̂zψ±m = ±m~ψ±m ⇒ L̂2

zψ±m = m2~2ψ±m, (3.451)
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svojstvene energije,

E±m =
m2~2

2I
, (3.452)

su dvostruko degenerisane. Jednoj istoj energiji m2~2
2I

, odgovaraju dva svo-
jstvena sta�a ψm i ψ−m. Svojstvene funkcije su, naravno, normirane.

10. Sta�e krutog rotatora u |φ⟩ reprezentaciji izra�eno preko bazisnih sta�a je

⟨φ|ψ⟩ = ψ(φ, t = 0) = A
(eiφ+e−iφ

2

)3
=
A

8
(e3iφ + e−3iφ + eiφ + e−iφ)

=
A

8

√
2π(ψ3 + 3ψ1 + 3ψ−1 + ψ−3). (3.453)

Iz uslova normiranosti talasne funkcije na jedinicu,

1 = ⟨ψ|ψ⟩ = |A|
2

64
2π
[
⟨3|+ 3⟨1|+ 3⟨−1|+ ⟨−3|

][
|3⟩+ 3|1⟩+ 3| − 1⟩+ | − 3⟩

]
= |A|25π

8
, (3.454)

nalazimo

A =

√
8

5π
⇒ ψ(φ, t = 0) =

√
1

20
(ψ3 + 3ψ1 + 3ψ−1 + ψ−3). (3.455)

Evolucija krutog rotatora u ravni je

ψ(φ, t) =

√
1

20
(ψ3e

− i
~E3t + 3ψ1e

− i
~E1t + 3ψ−1e

− i
~E1t + ψ−3e

− i
~E3t). (3.456)

3.7 Spin

1. a)

Prostor u kome radimo je 2D. Matriqna reprezentacija bazisnih vektora je

|1
2
,
1

2
⟩ =

(
1
0

)
, |1

2
,−1

2
⟩ =

(
0
1

)
. (3.457)

Delova�emo operatorom ŝz na bazisne vektore

ŝz|
1

2
,
1

2
⟩ =

1

2
~|1
2
,
1

2
⟩,

ŝz|
1

2
,−1

2
⟩ = −1

2
~|1
2
,−1

2
⟩. (3.458)

Reprezentaciju operatora ŝz u ovom bazisu je

ŝz =
1

2
~
(

1
−1

)
. (3.459)



84 GLAVA 3. REXE�A

Delova�em operatorima ŝ+ na ŝ− na bazisne vektore

ŝ+|
1

2
,
1

2
⟩ = 0,

ŝ+|
1

2
,−1

2
⟩ = ~

√
1

2
(
1

2
+ 1) +

1

2
(−1

2
+ 1)|1

2
,
1

2
⟩ = ~|1

2
,
1

2
⟩,

ŝ−|
1

2
,
1

2
⟩ = ~

√
1

2
(
1

2
+ 1)− 1

2
(
1

2
− 1)|1

2
,−1

2
⟩ = ~|1

2
,−1

2
⟩,

ŝ−|
1

2
,−1

2
⟩ = 0, (3.460)

nalazimo �ihove reprezentacije

ŝ+ = ~
(

1
)
, ŝ− = ~

(
1

)
. (3.461)

Kako je

ŝx =
ŝ+ + ŝ−

2
, ŝy =

ŝ+ − ŝ−
2i

, (3.462)

nalazimo matriqne reprezentacije operatora ŝx i ŝy

ŝx =
1

2
~
(

1
1

)
, ŝy =

1

2
~
(

−i
i

)
. (3.463)

Uvo�e�em Paulijevih σ̂ matrica

σ̂x =

(
1

1

)
, σ̂y =

(
−i

i

)
, σ̂z =

(
1
−1

)
, (3.464)

spinske reprezentacije se mogu napisati pomo�u σ̂ matrica na slede�i naqin

ŝi =
1

2
~σ̂i. (3.465)

Navex�emo par osobina σ matrica

• σ̂2
i = 1,

•
∑

i σ̂
2
i = 3,

• σ̂iσ̂j = δijI + iϵijkσ̂k.

b)

Predvi�en za samostalan rad.

2. Operator projekcije spina ŝ na proizvo	nu osu n je

ŝn = ŝ · n = ŝz cos θ + ŝy sin θ sinφ+ ŝx sin θ cosφ

=
1

2
~ cos θ

(
1
−1

)
+

1

2
~ sin θ sinφ

(
−i

i

)
+

1

2
~ sin θ cosφ

(
1

1

)
=

1

2
~
(

cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)
. (3.466)
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Svojstvene vrednosti ovog operatora nalazimo iz jednaqine

det |ŝn − λI| = 0⇒ λ1,2 = ±
1

2
~. (3.467)

Treba napomenuti da svojstvene vrednosti ovog operatora ne zavise od izbora
ose na koju projektujemo, dakle, uvek bismo dobili svojstvene vrednosti ±1

2
~.

Sada �elimo da na�emo svojstvene vektore. Svojsvena jednaqina za svojstvenu
vrednost 1

2
~

1

2
~
(

cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)(
a
b

)
=

1

2
~
(
a
b

)
(3.468)

nam daje sistem jednaqina

(cos θ − 1)a+ sin θe−iφb = 0,

sin θeiφa− (cos θ + 1)b = 0, (3.469)

qijim rexava�em dobijamo svojstveni vektor

|n, 1
2
⟩ =

(
cos θ

2

sin θ
2
eiφ

)
. (3.470)

Za svojstvenu vrednost −1
2
~ svojstvena jednaqina je

1

2
~
(

cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)(
a
b

)
= −1

2
~
(
a
b

)
. (3.471)

Iz sistema jednaqina

(cos θ + 1)a+ sin θe−iφb = 0,

sin θeiφa− (cos θ − 1)b = 0, (3.472)

dobijamo svojstveni vektor

|n,−1

2
⟩ =

(
sin θ

2

− cos θ
2
eiφ

)
. (3.473)

3. Verovatno�a da projekcija spina na n osu ima vrednost 1
2
~21 je22

υ
( 1

2
~, |n, 1

2
⟩⟨n, 1

2
|, |+⟩

)
= ⟨+|n, 1

2
⟩⟨n, 1

2
|+⟩

=
(
1 0

)( cos2 θ
2

cos θ
2
sin θ

2
e−iφ

cos θ
2
sin θ

2
eiφ sin2 θ

2

)(
1
0

)
= cos2

θ

2
. (3.474)

21Sta�e | 12 ,
1
2 ⟩ �emo pisati kao |+⟩ radi preglednosti.

22Verovatno�a da dobijemo svojstvenu vrednost a opservable Â u sta�u |ψ⟩ je υ(a, Â, |ψ⟩) =
⟨ψ|Â|ψ⟩.
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Verovatno�a da projekcija spina na n osu ima vrednost −1
2
~

υ
(
− 1

2
~, |n,−1

2
⟩⟨n,−1

2
|, |+⟩

)
= ⟨+|n,−1

2
⟩⟨n,−1

2
|+⟩

=
(
1 0

)( sin2 θ
2

− cos θ
2
sin θ

2
e−iφ

− cos θ
2
sin θ

2
eiφ cos2 θ

2

)(
1
0

)
= sin2 θ

2
(3.475)

.

4. Operator spinske rotacije je

Rn(α) = e
i
~αSn =

∞∑
n=0

( i~αSn)
n

n!
=

∞∑
n=0

( i~α)
n

n!
(Sn)n. (3.476)

Kako je S = 1
2
~σ̂, dobijamo

(Sn)n = (
1

2
~)n(σ̂n)n, (3.477)

tako da je operator rotacije jednak

Rn(α) =
∞∑
n=0

( i
2
α)n

n!
(σ̂n)n. (3.478)

Potrebno je da uprostimo izraz (σ̂n)n. Ako primetimo da je

(σ̂a)(σ̂b) = σ̂iaiσ̂jbj = σ̂iσ̂jaibj = (δijI + iϵijkσ̂k)aibj = aibiI + iϵijkσ̂kaibj

= abI + i(a× b)σ̂, (3.479)

xto se za a = b = n svodi na

(σ̂n)(σ̂n) = I, (3.480)

shvatamo da je

(σ̂n)n =

{
I za n = 2k,

(σ̂n) za n = 2k + 1.
(3.481)

Sada operator rotacije dobija oblik

Rn(α) = I
∞∑
k=0

(−1)k
(1
2
α)2k

(2k)!
+ i(σ̂n)

∞∑
k=0

(−1)k
(1
2
α)2k+1

(2k + 1)!

= I cos
α

2
+ i(σ̂n) sin

α

2
. (3.482)

Spinska rotacija za ugao 2π je Rn(2π) = −I, dok je za ugao 4π Rn(4π) = I.
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3.8 Qestica u sferno simetriqnom potencijalu

1. a) Xredingerova jednaqina za kreta�e qestice u centralnom potencijalu je

[− ~2

2m
∆+ U(r)]ψ = Eψ, (3.483)

gde je laplasijan u sfernim koordinatama

∆ =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
)− L2

r2~2
, (3.484)

a L operator momenta impulsa qestice koji u sebi sadr�i ugaonu zavisnost
laplasijana. Sada XJ izgleda kao

[− ~2

2m

1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) +

L2

2mr2
+ U(r)]ψ = Eψ. (3.485)

Rexe�a tra�imo u obliku ψ(r, θ, φ) = R(r)f(θ, φ), xto nas dovodi do izraza

[− ~2

2m

1

r2
∂

∂r
(r2

∂R(r)

∂r
)f(θ, φ) +

L2f(θ, φ)

2mr2
R(r) + U(r)R(r)f(θ, φ)] = ER(r)f(θ, φ).

(3.486)
Kada pomno�imo jednaqinu sa − 2mr2

R(r)f(θ,φ)
i deo koji u sebi krije ugaonu zav-

isnost prebacimo na drugu stranu, dobi�emo diferencijalnu jednaqinu koja
razdvaja promen	ive

~2

R(r)

∂

∂r
(r2

∂R(r)

∂r
) + 2mr2(E − U(r)) = 1

f(θ, φ)
L2f(θ, φ). (3.487)

Rexe�e postoji samo ako su obe strane jednake istoj konstanti C. Tako se naxa
diferencijalna jednaqina raspada na dve nezavisne. Prva je

~2

R(r)

∂

∂r
(r2

∂R(r)

∂r
) + 2mr2(E − U(r)) = C, (3.488)

a druga
1

f(θ, φ)
L2f(θ, φ) = C. (3.489)

Druga jednaqina nije nixta drugo do svojstveni problem operatora L2, pa je
jasno da je

C = l(l + 1)~2, f(θ, φ) = Y ml
l (θ, φ). (3.490)

Zamenom konstante C u prvu jednaqinu i elementarnim transformacijama
dolazimo do tra�enog izraza.

b)

[H,L2] = [− ~2

2m

1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) + U(r) +

L2

2mr2
, L2]. (3.491)

Komutator izme�u prva dva sabirka hamiltonijana i L2 je nula jer �ive u
razliqitim prostorima sta�a(prva dva sabirka su iz 'radijalnog', a L2 je iz
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'ugaonog' prostora sta�a) pa se komutator svodi na [ L2

2mr2
, L2] = 1

2mr2
[L2, L2] = 0.

Kako H i L2 komutiraju, imaju zajedniqki svojstveni bazis, a to su sferni
harmonici. Ukupna talasna funkcija je ψ(r, θ, φ) = R(r)Y ml

l . Kada je ubacimo
u izraz (5.3) i iskoristimo L2Y ml

l = ~2l(l + 1)Y ml
l dobijamo tra�eni izraz.

v) Smenom R(r) = χ(r)
r

jednaqina se dodatno uprox�ava i svodi na

[− ~2

2m

d2

dr2
+

~2l(l + 1)

2mr2
+ U(r)]χ(r) = Eχ(r). (3.492)

Ova jednaqina analogna je jednodimenzionalnom problemu u kome se qestica

mase m kre�e u efektivnom potencijalu Ueff = U(r) + ~2l(l+1)
2mr2

.

g) U blizini r = 0 pretpostavimo da se R(r) ponaxa kao neka stepena funkcija
rs qiji stepen s treba odrediti

R(r) ∼r∼0 Cr
s tj. χ(r) ∼r=0 Cr

s+1. (3.493)

Zamenom ovog izraza u jednaqinu (5.10) i �enim sre�iva�em problem se re-
dukuje na

~2

2m
(l(l + 1)− s(s+ 1))Crs−1 = (E − V (r))Crs+1. (3.494)

Kada podelimo obe strane sa rs−1 i 'pustimo' limr=0 desna strana �e biti jed-
naka 0. Leva strana bi�e jednaka nuli samo ako je

s(s+ 1) = l(l + 1)⇒ s = l ∨ s = −(l + 1). (3.495)

Drugu mogu�nost moramo da odbacimo zbog divergencije talasne funkcije R(r)
u 0, pa je

R(r) ∼r∼0 Cr
l, χ(r) ∼r∼0 Cr

l+1. (3.496)

2. Potencijal je sferno simetriqan i mo�emo da iskoristimo prethodni zadatak.
Qestica je u s sta�u ako je l = 0. Onda je jasno da je talasna funkcija oblika

ψ(r, θ, φ) = R(r)Y 0
0 (θ, φ) =

1√
4π
R(r). (3.497)

U drugoj oblasti V (r) = ∞ a to zapravo znaqi da je ψ(r, θ, φ) = R(r) = 0 pa
talasna funkcija prve oblasti mora da zadovo	ava graniqni uslov R(a) = 0 =
χ(a). U prvoj oblasti je V (r) = 0 pa se jednaqina (5.10) svodi na

− ~2

2m
χ′′(r) = Eχ(r) tj. χ′′(r) +

2mE

~2
χ(r) = 0. (3.498)

1.sluqaj E > 0

Tada je rexe�e jednaqine χ(r) = A sin kr + B cos kr, gde je k2 = 2mE
~2 . B mora

biti jednako 0, u suprotnom bi talasna funkcija u r = 0 divergirala, pa je
R(r) = A sin kr

r
. Uslov R(a) = 0 nam daje sin ka

a
= 0, a to je zadovo	eno za

ka = nπ, n = 1, 2, 3...⇒ E =
~2

2m

(nπ
a

)2
. (3.499)
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Normira�em talasne fukcije na jedinicu, dobijamo koeficijent A =
√

1
2πa

i

rexe�e je

ψn(r, θ, φ) =

√
1

2πa

sin nπr
a

r
, E =

~2

2m

(nπ
a

)2
. (3.500)

2.sluqaj E ≤ 0

Pokazati da u ovom sluqaju nema rexe�a, osim za E = 0.

3.

⟨r⟩ =
∫ a

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ψ∗
n(r, θ, φ)rψn(r, θ, φ)r

2 sin θdrdθdφ =
a

2
(3.501)

⟨r2⟩ =
∫ a

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ψ∗
n(r, θ, φ)r

2ψn(r, θ, φ)r
2 sin θdrdθdφ =

a2

3
(1− 3

2n2π2
) (3.502)

4. a) Kako radimo sa s sta�ima (l = 0), u ugaonom delu rexe�e je sferni harmonik
Y 0
0 = 1√

4π
.

I. oblast Analogno zadatku 2

RI(r) =
1

r
(C1 sin kr + C2 cos kr), E =

~2k2

2m
. (3.503)

Konstanta C2 mora biti nula inaqe bi talasna funkcija RI divergirala.

II. oblast Uvo�e�em smene RII(r) =
χII(r)
r

, Xredingerova jednaqina u drugoj
oblasti se svodi na

χ′′
II(r)−

2m

~2
(V0 − E)χII(r) = 0. (3.504)

Rexe�e ove jednaqine je

χII(r) = C3e
κr + C4e

−κr, gde je κ2 =
2m(V0 − E)

~2
> 0. (3.505)

Sada mo�emo na�i talasnu funkciju RII(r),

RII(r) = C3
eκr

r
+ C4

e−κr

r
. (3.506)

RII(r) ne sme da divergira u beskonaqnosti, pa mora biti C3 = 0.

b) Pre nego xto reximo zadatak prodiskutova�emo graniqne uslove za konaqan
i beskonaqan skok potencijala. U prvom zadatku smo zak	uqili da je Xredi-
ngerova jednaqina za χ(r) predstav	a jednodimenzionalni problem i mo�emo
da primenimo rezultate iz kvantne mehanike 1, tj.

χI(a) = χII(a), i χ
′
I(a) = χ′

II(a), (3.507)

za konaqan skok potencijala, i

χI(a) = χII(a), i χ′
II(a)− χ′

I(a) =
2mα

~2
χI(a) (3.508)
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za skok potencijala V (r) = αδ(r − a).
nastavak a) Iskoristi�emo rezultate da bismo uradili nax primer. Skok
potencijala je konaqan i graniqni uslovi nam daju

C1 sin ka = C4e
−κa, neprekidnost talasne funkcije. (3.509)

C1k cos ka = −κC4e
−κa, neprekidnost izvoda talasne funkcije. (3.510)

Kada podelimo ove dve jednaqine dobijamo disperzionu relaciju

− k

κ
= tgka. (3.511)

Ako napravimo smenu X = ka i Y = κa jednaqina se svodi na

−XctgX = Y. (3.512)

Kako je

X2 + Y 2 =
2mV0a

2

~2
, (3.513)

(jednaqina kru�nice), rexe�a dobijamo u preseku ove dve 23 krive. Minimalna
vrednost V0 za koju postoji rexe�e je Vmin = ~2

2ma2
.

5. Kulonov potencijal je U(r) = − e2

r
i Xredingerova jednaqina za talasnu f-ju

χ(r) izgleda kao

[− ~2

2m

d2

dr2
+

~2l(l + 1)

2mr2
− e2

r
]χ(r) = Eχ(r). (3.514)

Ako napravimo smenu ρ = r
a0
, gde je a0 - Borov radijus, i iskoristimo slede�e

veze konstanti, ~2 = me2a0, EI = me4

2~2 = e2

2a0
, jednaqina se mo�e napisati u

obliku

[
∂2

∂ρ2
− l(l + 1)

ρ2
+

2

ρ
− λ2]χ(ρ) = 0, (3.515)

gde je λ2 = − E
EI
.

ASIMPTOTSKO PONAXA�E: U ∞, termovi 1
ρ2
i 1

ρ
su mali u pore�e�u sa

λ2, pa ih mo�emo zanemariti, i jednaqina se svodi na

[
∂2

∂ρ2
− λ2]χ(ρ) = 0 (3.516)

�ena rexe�a su e±ρλ. Mi �elimo da funkcija R(ρ) = χ(ρ)
ρ

ne divergira u

beskonaqnosti, tako da rexe�e eρλ iz tog razloga moramo da odbacimo. Stvarno
rexe�e jednaqine tra�i�emo u obliku χ(ρ) = e−ρλy(ρ), gde je y(ρ) proizvo	na
funkcija od ρ. Diferencijalna jednaqina qije je rexe�e y(ρ) je

[
∂2

∂ρ2
− l(l + 1)

ρ2
+

2

ρ
− λ2]e−ρλy(ρ) = 0. (3.517)

23Deta	no rexava�e ove jednaqine mo�ete na�i u kvantnoj mehanici 1 - Dinamika
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Kako je ∂2

∂ρ2
e−ρλy(ρ) = e−ρλ( ∂

2

∂ρ2
−2λ ∂

∂ρ
+λ2)y(ρ), jednaqina se dodatno uprox�ava

i izgleda kao

[
∂2

∂ρ2
− 2λ

∂

∂ρ
+

2

ρ
− l(l + 1)

ρ2
]y(ρ) = 0. (3.518)

REXE�A TRA�IMO U OBLIKU STEPENOG REDA y = ρs
∑∞

q=0Cqρ
q, gde

je, po definiciji, C0 prvi nenulti koeficijent u razvoju funkcije. Zbog
d
dρ
y =

∑∞
q=0(q + s)Cqρ

s+q−1 i d2

dρ2
y =

∑∞
q=0(q + s)(q + s− 1)Cqρ

s+q−2, imamo

∞∑
q=0

[
(q+s)(q+s−1)Cqρs+q−2−2λ(q+s)Cqρs+q−1+2Cqρ

s+q−1−l(l+1)Cqρ
s+q−2

]
= 0

(3.519)
Znamo da je neki polinom jednak nuli ako su mu svi koeficijenti u razvoju
jednaki nuli. Koeficijent uz najni�i term ρs−2 je

s(s− 1)C0 − l(l + 1)C0 = 0, (3.520)

odakle dobijamo dva rexe�a, s = l + 1 ∧ s = −l. Drugo rexe�e moramo odbac-
iti, zbog divergencije R(ρ) u 0. Veza koeficijenata Cq je data rekurentnom
relacijom 24

[(q + l)(q + l + 1)− l(l + 1)]Cq = [2λ(q + l)− 2]Cq−1, (3.521)

koja se mo�e predstaviti i kao

Cq
Cq−1

=
2[λ(q + l)− 1]

q[q + 2l + 1]
. (3.522)

Za dovo	no veliko q, ovaj koliqnik je ma�i od 1, pa je niz konvergentan.
Dominantan qlan u ovom koliqniku za velike vrednosti q je

Cq
Cq−1

∼q→∞
2λ

q
. (3.523)

Izraz za stepeni red funkcije e2ρλ je
∑∞

q=0 dqρ
q, gde je dq =

(2λ)q

q!
. Primetimo

da je i
dq
dq−1

=
2λ

q
. (3.524)

Odavde sledi da se za velike vrednosti ρ, niz Cq ponaxa kao e
2ρλ, xto bi nam

dalo da je R(ρ) ∼ eλρ

ρ
za veliko ρ. To je u kontradikciji sa divergencijom

talasne funkcije u beskonaqnosti. Zak	uqujemo da niz Cq mora biti konaqan,
tj. da postoji neki ceo broj qmax posle koga su svi ostali qlanovi niza 0. Ovaj
uslov ostvarujemo kada je brojilac u izrazu (5.40) jednak nuli. Tada je

λ =
1

qmax + l
. (3.525)

24vezu ovih koeficijenata dobijamo iz uslova da je koeficijent koji stoji uz ρq+s−2 jednak nuli,
i zamenom s = l + 1.



92 GLAVA 3. REXE�A

y(ρ) je onda polinomijalna funkcija qiji je najni�i term ρl+1 a najvixi ρk+l.
Svojstvene energije atoma vodonika su

E = − EI
(qmax + l)2

. (3.526)

Ako uvedemo novi kvantni broj, n = qmax + l, dobijamo dobro poznati izraz za
energiju atoma vodonika

En = −EI
n2
, n = 1, 2, ... (3.527)

�uska kojoj odgovara vrednost glavnog kvantnog broja n ima pod	uske l
(l = 0, 1, ..., n − 1), od kojih je svaka pod	uska 2l + 1 puta degenerisana, pa je
ukupna degeneracija nivoa

gn =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2
n(n− 1)

2
+ n = n2. (3.528)

Uraqunava�em spina elektrona degeneracija postaje 2n2, jer su mogu�e dve
projekcije spina s = 1/2.

6. a) Gustina verovatno�e da se e− na�e u delu prostora (r, r + dr) iznosi

dw′ = |ψ100|2r2 sin θdθdφdr. (3.529)

Kako je osnovno sta�e sferno simetriqno, nas jedino zanima linijska verova-
tno�a da se e− na�e u intervalu (r, r + dr), tako da mo�emo izvrximo inte-
graciju po θ i φ i dobijamo

λ =

∫ π

0

∫ 2π

0

|ψ100|2r2 sin θdθdφ =
4

a30
e
− 2r

a0 r2. (3.530)

Ekstremum linijske verovatno�e se dobija iz uslova da je dλ
dr

= 0, koji nam daje

4

a30
e
− 2r

a0 2r(1− r

a0
) = 0. (3.531)

Ekstremumi su u r = 0, r =∞ i r = a0. Prva dva rexe�a odgovaraju minimumu,
a tre�e maksimumu, pa je najverovatnije rastoja�e elektrona od jezgra a0.

b)

⟨1
r
⟩|100⟩ =

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ψ∗
100

1

r
ψ100r

2 sin θdθdφdr =
1

a0
. (3.532)

v)

⟨ 1
r2
⟩|100⟩ =

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ψ∗
100

1

r2
ψ100r

2 sin θdθdφdr =
2

a20
. (3.533)
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g)

⟨rk⟩|100⟩ =
∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ψ∗
100r

kψ100r
2 sin θdθdφdr =

ak0
2k+1

(k + 2)!. (3.534)

d)
⟨p2x⟩|100⟩ = ⟨100|pxpx|100⟩ = ⟨u|u⟩, (3.535)

gde je |u⟩ = px|100⟩. Kako je px = −i~ ∂
∂x
, a talasna funkcija nam je izra�ena

u sfernim koordinatama, moramo i px da izrazimo u sfernim koordinatama.
Dakle,

px = −i~(
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
+
∂φ

∂x

∂

∂φ
). (3.536)

Kada izraqunamo

∂r

∂x
= sin θ cosφ,

∂θ

∂x
=

1

r
cosφ cos θ,

∂φ

∂x
= −1

r

sinφ

sin θ
. (3.537)

px u (r, θ, φ) reprezentaciji nam postaje

px = −i~
(
sin θ cosφ

∂

∂r
+

1

r
cosφ cos θ

∂

∂θ
− 1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ

)
, (3.538)

pa je

u(r, θ, φ) = px(r, θ, φ)ψ100(r, θ, φ) = i~ sin θ cosφ
1

a0

1√
πa30

e
− r

a0 . (3.539)

Konaqno, rexe�e ovog problema je

⟨u|u⟩ =
∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

u∗(r, θ, φ)u(r, θ, φ)r2 sin θdθdφdr =
~2

3a20
=

e2

2a0
. (3.540)

�)

⟨U(r)⟩|100⟩ = ⟨−
e2

r
⟩|100⟩ = −e2⟨

1

r
⟩100 = −

e2

a0
= 2E1, (3.541)

gde je ⟨H⟩|100⟩ = E1 = − e2

2a0
, svojstvena energija hamiltonijana koja odgovara

glavnom kvantnom broju n = 1.

e)
⟨T ⟩|100⟩ = ⟨H − U⟩|100⟩ = E1 − 2E1 = −E1. (3.542)

7.

KLASIQNO: H =
p21
2m1

+
p22
2m2

+ V (r1 − r2). (3.543)

Uvex�emo nove promen	ive tako da se kreta�e dve qestice mo�e izraziti
pomo�u kreta�a centra mase, koji se kre�e kao qestica mase M = m1 + m2,
impulsa P = p1+p2 i nalazi se u atomskoj poziciji R = m1r1+m2r2

m1+m2
, i kreta�a
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relativne qestice mase m = m1m2

m1+m2
, koja se nalazi u r = r1 − r1, i kre�e

se brzinom koja odgovara relativnoj brzini prve qestice u odnosu na drugu
v = p1

m1
− p2

m2
. Odavde je relativni impuls p = m2p1−m1p2

m1+m2
, i Hamiltonijan

mo�emo da prepixemo u obliku

H =
p 2

2m
+

P 2

2M
+ V (r). (3.544)

Ako �elimo da kvantujemo ovaj sistem, prvo moramo da proverimo Poasonove
zagrade, tj. da li je {ri, pj}pz = δij, {Ri, Pj}pz = δij, {Ri, pj}pz = 0, {ri, Pj}pz = 0.
kako su ove relacije zadovo	ene, mo�emo da izvrximo kvantizaciju

r → r̂, R→ R̂, p→ −i~∇r̂, P → −i~∇R̂. (3.545)

Ove opservable zadovo	avaju standardne komutacione relacije

[ri, pj] = i~δij, [Ri, Pj] = i~δij. (3.546)

Kvantni hamiltonijan je jednak

H = Hr +HR =
(
− ~2

2m
∆r + V (r)

)
+
(
− ~2

2M
∆R

)
, (3.547)

a Xredingerova jednaqina[(
− ~2

2m
∆r + V (r)

)
+
(
− ~2

2M
∆R

)]
ψ(r,R) = Eψ(r,R). (3.548)

Talasna funkcija se mo�e faktorizovati kao ψ(r,R) = Φ(r)Φ(R), tako da se
Xredingerova jednaqina mo�e rastaviti na dve nezavisne jednaqine

(
− ~2

2m
∆r + V (r)

)
Φ(r) = ErΦ(r), i (3.549)

(
− ~2

2m
∆R

)
Φ(R) = ERΦ(R). (3.550)

Prva jednaqina predstav	a kreta�e qestice u centralnom potencijalu, a druga
kreta�e slobodne qestice. Ukupna energija dvoqestiqog sistema je

E = Er + ER. (3.551)

3.9 Qestica u elektromagnetnom po	u

1. Operator brzine je jednak

v =
p− qA(r)

m
(3.552)

a)

[xi, vj] =
1

m
[xi, pj − qAj(x)] =

1

m
[xi, pj]− q[xi, Aj(x)] =

i~
m
δij (3.553)
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Komutator [xi, Aj(x)] = 0 iz qi�enice da je komutator izme�u x i bilo koje
funkcije od x jednak nuli.

b)

[vi, vj]f(x) =
1

m2
[pi − qAi(x), pj − qAj(x)]f(x) (3.554)

= [pi, pj]f(x)−
q

m2
[pi, Aj(x)]f(x)

− q

m2
[Ai, pj(x)]f(x) +

q2

m2
[Ai(x), Aj(x)]f(x) (3.555)

Funkcija f(x) je proizvo	na funkcija i mi gledamo delova�e komutatora
na �u. Prvi i qetvrti komutator u formuli (5.73) su jednaki nuli, i ako
zamenimo pi = −i~ ∂

∂xi
i pj = −i~ ∂

∂xj
komutator postaje

[vi, vj]f(x) = − q

m2

(
[−i~ ∂

∂xi
, Aj(x)] + [i~

∂

∂xj
, Ai(x)]

)
f(x)

= − q

m2

(
− i~ ∂

∂xi
(Aj(x)f) + i~Aj(x)

∂f

∂xi

)
− q

m2

(
+ i~

∂

∂xj
(Ai(x)f)− i~Ai(x)

∂f

∂xj

)
(3.556)

=
i~q
m2

(∂Aj
∂xi

f +
∂f

∂xi
Aj −

∂f

∂xi
Aj −

∂Ai
∂xj

f − Ai
∂f

∂xj
+ Ai

∂f

∂xj

)
=

i~q
m2

(∂Aj
∂xi
− ∂Ai
∂xj

)
f

=
i~q
m2

ϵijkBkf (3.557)

Odavde vidimo da je

[vi, vj] =
i~q
m2

ϵijkBk (3.558)

2. Vremenski zavisna Xredingerova jednaqina i �oj konjugovana jednaqina za
kreta�e qestice u magnetnom po	u je:

i~
∂ψ

∂t
=

1

2m

[
(−i~∇− qA)2

]
ψ + eφψ (3.559)

− i~∂ψ
∗

∂t
=

1

2m

[
(−i~∇− qA)2 + eφ

]∗
ψ∗ (3.560)

Ako prvu jednaqinu pomno�imo sa ψ∗ sa desne strane, a drugu sa ψ sa leve
strane, i onda prvu jednaqinu oduzmemo od druge, dobijamo

i~
(∂ψ
∂t
ψ∗ + ψ

∂ψ∗

∂t

)
=

~2

2m
(∆ψ)ψ∗ +

iq~
2m

A(∇ψ)ψ∗ +
iq~
2m

∇(Aψ)ψ∗ + qφψψ∗

− ~2

2m
(∆ψ∗)ψ +

iq~
2m

Aψ(∇ψ∗) +
iq~
2m

ψ∇(Aψ∗)− qφψψ∗
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Ovaj izraz se mo�e da	e uprostiti kada delujemo operatorom ∇ ali i kada
primetimo da je ∇A = 0 jer radimo u Kulonovoj kalibraciji

i~
∂

∂t

(
ψψ∗

)
=

~2

2m
(∆ψψ∗ − ψ∆ψ∗) +

iq~
2m

(
2A∇ψψ∗ + 2A∇ψψ∗

)
(3.561)

Ako uvedemo veliqine

ρ = ψψ∗ i j = − ~
2mi

(
∇ψψ∗ − ψ∇ψ∗ +

2iqA

~
ψψ∗

)
(3.562)

jednaqina (5.79) se mo�e predstaviti u obliku

∂ρ

∂t
+∇j = 0 (3.563)

xto predstav	a jednaqinu kontinuiteta.

3. Radimo u Kulonovoj kalibraciji, za koju va�i∇A = 0, i smatramo da je φ = 0
a veza magnetnog po	a i vektorskog potencijala se mo�e predstaviti na dva
naqina: kao B = rotA ili A = −1

2
r ×B.

Hamiltonijan qestice u elektromagnetnom po	u je

H =
1

2m

(
p− qA

)2
+ qφ =

p 2

2m
+

q2

2m
A 2 − q

m
pA (3.564)

Ako pretpostavimo da je B = Bez, kvadrat vektorskog potencijala nam postaje
A2 = 1

4
(x2 + y2)B2, a pA = −1

2
(ypx − xpy)B = 1

2
LzB, gde je Lz- z komponenta

momenta impulsa.

Ako uvedemo Borov magneton µb =
e~
2m
, nax hamiltonijan postaje

H =
p 2

2m
+

q2

8m
(x2 + y2)B2 − µB

Lz
~
B (3.565)

Prvi qlan predstav	a hamiltonijan slobodne qestice, a druga dva su korekcije
zbog interakcije qestice sa magnetnim po	em.

Kako je p 2 = −~2
(

1
ρ
∂
∂ρ
(ρ ∂

∂ρ
) + 1

ρ2
∂2

∂φ2 + ∂2

∂z2

)
, x2 + y2 = ρ2, i Lz = −i~ ∂

∂φ
mi

hamiltonijan mo�emo da prika�emo u cilindriqnim koordinatama, a svo-
jstvene funkcije �emo tra�iti u obliku A(z)B(φ)χ(ρ).

Mo�emo da proverimo da je [H,Lz] = 0, xto znaqi da oni imaju zajedniqki
svojstveni bazis25, tj. B(φ) = eiλφ.

Sliqo, [H, pz] = 0, pa i oni imaju zajedniqki svojstveni bazis26, tj. A(z) = eikz,
pa je svojtvena fukcija hamiltonijana oblika eikzeiλφχ(ρ).

25Svojstvene funkcije Lz su oblika e
iλφ, gde λ mo�e biti samo celobrojan

26Svojstvene funkcije z-komponente impulsa su ravni talasi eikz
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4. a) Xredingerova jednaqina glasi

1

2m

[
p2x + (py − qBx)2 + p2z

]
ψ = Eψ (3.566)

xto se dobija raspisiva�em jednaqine (5.83) po komponentama imaju�i u vidu
da A ima samo y komponentu.

[H, pz] =
1

2m
[p2z, pz] = 0 (3.567)

,jer se svodi na komutator [A2, A], a to je 0 za bilo koji komutator A. Os-
tale qlanove hamiltonijana nismo razmatrali jer su operatori x, px i py u
drugim prostorima sta�a, pa je �ihov komutator sa pz jednak 0.Na osnovu
ovoga zak	uqujemo da H i pz imaju zajedniqki svojstveni bazis, a to su ravni
talasi eikzz.

[H, py] =
1

2m
[p2y − 2Bxqpy, py] = 0 (3.568)

,jer je [p2y, py] = [py, py] = 0, pa H i py imaju zajedniqki svojstveni bazis, ravne
talase oblika eikyy.

[H, px] =
1

2m
[p2x +B2x2q2 − 2pyxqB, px]

=
q2B2

2m
[x2, px]−

pyqB

m
[x, px]

=
i~q2B2x

m
− i~qBpy

m
̸= 0 (3.569)

U prethodnom komutatoru smo iskoristili [x, px] = i~ i [x2, px] = 2i~x, a
prethodna jednaqina nam govori da hamiltonijan i x- komponenta operatora
impulsa ne komutiraju, pa je x- komponenta talasne funkcije neka proizvo	na
funkcija f(x) koju moramo na�i na drugaqiji naqin.

Ukupna talasna funkcija ψ je oblika

ψ(x, y, z) = f(x)eikyyeikzz (3.570)

Kada je uvrstimo u Xredingerovu jednaqinu i iskoristimo da je

pae
ikaa = ~ka, i p2ae

ikaa = ~2k2a, za a = x, y, z. (3.571)

XJ dobija oblik[ p2x
2m

+
q2B2

2m
x2 − q~Bky

m
x+

~2k2y
2m

+
~2k2z
2m

]
f(x) = Ef(x) (3.572)

Ako napixemo prva tri qlana hamiltonijana u obliku

p2x
2m

+
q2B2

2m
(
~ky
qB
− x)2 +

~2k2y
2m

(3.573)
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i napravimo smenu x0 = ~ky/qB i ωc = qB/m, jednaqina postaje[ p2x
2m

+
1

2
mω2

c (x0 − x)2 +
~2k2z
2m

]
f(x) = Ef(x) (3.574)

Tre�i qlan �emo prebaciti na desnu stranu i dobijamo[ p2x
2m

+
1

2
mω2

c (x0 − x)2
]
f(x) =

[
E − ~2k2z

2m

]
f(x) (3.575)

Ova jednaqina predstav	a jednaqinu kvantnog LHO, pa je svojstvena funkcija
zapravo Hermitov polinom fx = Hn(x− x0), a svojstvena energija
E − ~2k2z/2m = ~ωc(n+ 1

2
).

Na kraju zak	uqujemo

ψ(x, y, z) = Hn(x− x0)eikyyeikzz, E = ~ωc(n+
1

2
) +

~2k2z
2m

(3.576)

5. Pretpostavi�emo da je magnetno po	e usmereno du� z-ose, dok je elektriqno
po	e du� x-ose. Magnetno po	e zadajemo kroz vektorski potencijal A =
B(0, x, 0), dok �emo skalarni potencijal zadati kao φ = −Ex. Hamiltoni-
jan je jednak

H =
1

2m
(p− eA)2 + eEx =

p2z
2m

+
p2y
2m

+ (
p2x
2m

+
e2B2

2m
x2− eBxpy

m
+ eEx). (3.577)

Kao i u prethodnom zadatku, Hamiltonijan komutira sa operatorima pz i py,
tako da �emo svojstvenu funkciju tra�iti u obliku ψ(x, y, z) = ψ(x)eikyyeikzz.
Xredingerova jednaqina Hψ(x, y, z) = ϵψ(x, y, z), gde je ϵ energija, se trans-
formixe u( p2x

2m
+
e2B2x2

2m
+ x(eE − eB~ky

m
) +

~2k2y
2m

+
~2k2z
2m
− ϵ
)
ψ(x) = 0. (3.578)

Definisa�emo ωc = eB/m i x0 = (B~ky −Em)/eB2. Koriste�i ove konstante,
Xredingerovu jednaqinu �emo napisati u formi LHO,

(
p2x
2m

+
1

2
mω2

c (x− x0)2)ψ(x) = (ϵ− ~2k2z
2m

+
mE2

2B2
− ~kyE

B
)ψ(x). (3.579)

Sada je lako zak	uqiti da je ψ(x) = Hn(x− x0), dok je energija jednaka

ϵn,kz ,ky = ~ωc(n+
1

2
) +

~2k2z
2m

+
~kyE
B
− mE2

2B2
. (3.580)

6. Hamiltonijan elektrona je jednak

H =
1

2M
(p− eA)2 +

1

2
Mω2

0(x
2 + y2). (3.581)
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Izabra�emo simetriqan gej
 vektorskog potencijala A = (−1
2
yB, 1

2
xB, 0) i e =

−|e|. Xredingerova jednaqina ima oblik

− ~2

2M
(
∂2ψ

∂ρ2
+

1

ρ

∂ψ

∂ρ
+

1

ρ2
∂2ψ

∂φ2
)− ieB~

2M

∂ψ

∂φ
+(

e2B2ρ2

8M
+
1

2
Mω2

0ρ
2−E)ψ = 0. (3.582)

Kako va�i [H,Lz] = 0, mo�emo da razdvojimo promen	ive i svojstvene funkcije
da tra�imo u obliku ψ = f(ρ) 1√

2π
e−imlφ. Radijalna jednaqina je jednaka

− ~2

2M
(
d2f

dρ2
+

1

ρ

df

dρ
− m2

l

ρ2
f)− eB~

2M
mlf + (

e2B2ρ2

8M
+

1

2
Mω2

0ρ
2 − E)f = 0. (3.583)

Definisa�emo ciklotronsku frekvenciju ωc =
eB
M

= ~
M
ℓ20 i magnetnu du�inu

ℓ0 =
√

~
eB
. Radijalna jednaqina sada ima formu

~2

2M
(f ′′ +

f ′

ρ
− m2

l f

ρ2
) + [E − 1

8
M(ω2

c + 4ω2
0)ρ

2 +
1

2
~ωcml]f = 0. (3.584)

Nakon definisa�a b =
√

1 +
4ω2

0

ω2
c
i nove varijable x = Mωcb

2~ ρ2 = bρ2

2ℓ20
imamo

xf ′′ + f ′ − m2
l f

4x
+ [

E

~ωcb
− 1

4
x+

ml

2b
]f = 0. (3.585)

Jednostavniju formu prethodne jednaqine dobijamo ukoliko definixemo β =
E

~ωcb
+ ml

2b
,

xf ′′ + f ′ + [β − 1

4
x− m2

l

4x
]f = 0. (3.586)

Asimptocko ponaxa�e u x→∞ nam daje jednaqinu

xf ′′ − 1

4
xf = 0 (3.587)

qija su rexe�a e±
1
2
x. Rexe�e sa plusom odbacujemo zbog divergencije u beskonaq-

nosti. Generalno rexe�e �emo tra�iti u formi f = e−
x
2u(x). Naravno, sma-

tramo da je funkcija u(x) konvergentna u x→ 0. Nastav	aju�i ovu proceduru
(asimptotski razvoj u red) dobijaju se svojstvene energije

Enml
=

1

2
~ωc[b(2n+ |ml|+ 1)−ml] (3.588)

= (2n+ |ml|+ 1)~
√

1

4
ω2
c + ω2

0 −
1

2
~ωcml

= (2n+ |ml|+ 1)~Ω− 1

2
~ωcml,

gde je Ω =
√

1
4
ω2
c + ω2

0. energija zavisi od dva kvantne broja n = 0, 1, 2... i ml =

0,±1, .... Energetski spektar za ~ω0 = 4meV je prikazan na slici. Energetski
sprektar za B = 0, tj. za ωc = 0 je

Enml
= (2n+ |ml|+ 1)~ω0. (3.589)



100 GLAVA 3. REXE�A

SLIKA 3.1: Energetski nivoi elektrona u paraboliqnom potencijalu dati u odnosu
na jaqinu magnetnog po	a. Nivoi su iznaqeni pomo�u dva kvantna broja (n,ml) za
veliqinu potencijala ~ω0 = 4meV.

Sliqno, za veliko B , ωc ≫ ω0 imamo

n = 0, l ≥ 0; E =
1

2
~ωc, (3.590)

n = 1, l ≥ 0; E =
3

2
~ωc.

xto znaqi da u odsustvu aksijalno simetriqnog potencijala energije za pozi-
tivno ml ne zavise od �ega, ali u prisustvu energije rastu sa pove�a�em ml.

7. Kako je jedini efekat magnetne interakcije interakcija sa magnetnim momen-
tom elektrona µB = µBL/~, magnetni doprinos hamiltonijanu je −µBB pa on
sada izgleda

H = H0 − µBB. (3.591)

Ako je B = Bez, dobijamo

H = H0 − µB
Lz
~
B (3.592)

Znamo da je bazis hamiltonijana atoma vodonika H0 jednak
27

⟨r, θ, φ|n, l,m⟩ = Rn,l(r)Y
m
l , (3.593)

i on je svojstveni za Lz jer u sebi sadr�i sferne harmonike
28,tako da na kraju

zak	uqujemo da je

(H0 − µB
Lz
~
B)|n, l,m⟩ = (E0 − µBBm)|n, l,m⟩ (3.594)

27Ovaj izraz predstav	a standardni bazis atoma vodonika (on zavisi od tri kvantna broja n, l
i m)u koordinatnoj reprezentaciji

28Znamo da je LzY
m
l = m~Y m

l
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tako da je jedini efekat ovakve magnetne interakcije cepa�e energetskih nivoa
atoma vodonika.

8. Hamiltonijan interakcije spinskog magnetnog momenta sa magnetnim po	em je
jednak

H = −µsB. (3.595)

Spinski magnetni moment je jednak

µs = g
e

2m
S =

g

2

e~
2m

σ =
g

2
µBσ = µBσ, (3.596)

gde je g- Landeov faktor i za elektron je pribli�no jednak 2.

Koristili smo i identitete S = ~
2
σ i µB = e~/2m, xto nas je dovelo do gore

prikazanog rezultata.

Za B = Bez, hamiltonijan qestice mo�emo da prika�emo kao

H =
p 2

2m
− 2

~
µBBSz (3.597)

[H,p] = 0 pa je svojstvena funkcija hamiltonijana koja odgovara orbitalnom
delu prostora sta�a ravan talas
29

eip · r/~ (3.598)

[H,Sz] = 0, i svojstvena funkcija hamiltonijana koja odgovara spinskom delu
prostora sta�a je 30

χSz=±1/2 (3.599)

Svojstvena funkcija i svojstvena energija neutrona je

ψ(r, Sz) = eip·r/~χSz , i Ep,±1/2 =
p2

2m
∓ µBB (3.600)

9. Vektorski potencijal �emo zadati kao A = B/2(−y, x, 0). Ukupan Hamiltoni-
jan mo�emo napisati kao zbir dva nezavisna Hamiltonijana,

H =
( 1

2m

(
(px−eAx)2+(py−eAy)2

)
+
1

2
mω2

0(x
2+y2)+

p2z
2m

+
1

2
mω2

0z
2
)
= H1+Hlho,

(3.601)
gde je H1 = 1

2m

(
(px − eAx)2 + (py − eAy)2

)
+ 1

2
mω2

0(x
2 + y2) isti Hamiltonijan

kao i u zadatku 6, dok je Hlho = p2z
2m

+ 1
2
mω2

0z
2 Hamiltonijan LHO. Kako su

ova dva Hamiltonijana nezavisna tj. deluju u razliqitim prostorima sta�a,
svojstvena funkcija H je jednaka proizvodu svojstvenih funkcija Hamiltoni-
jana H1 (pogledajte zadatak 6) i Hlho, dok je energija jednaka zbiru svojstvenih
energija oba Hamiltonijana.

29Svojstvena funkcija vektorskog operatora impulsa p je ravan talas u tri dimenzije. To je
smisao jednaqine (5.102)

30Svojstvene funkcije operatora Sz su χ1/2 =
1
0

i χ−1/2 =
0
1

za svojstvene vredosti 1/2~ i

−1/2~.
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10. Na osnovu zadatka (7.2) svojstveni vektor operatora S ·n za svojstvenu vrednost
~/2 je

|n, 1/2⟩ = cos
θ

2
|+⟩+ sin

θ

2
eiφ|−⟩. (3.602)

Hamiltonijan interakcije spina sa magnetnim po	em du� z-ose je

H = − eg

2m
BzSz =

|e|Bz

m
Sz = ω0Sz, (3.603)

gde je ω0 = |e|Bz/m. Svojstveni problem Hamiltonijana je

H|+ > =
~ω0

2
|+⟩,

H|− > = −~ω0

2
|−⟩. (3.604)

U poqetnom trenutku su sred�e vrednosti operatora Sz, Sx i Sy su

⟨n, 1/2|Sz|n, 1/2⟩ =
~
2
cos θ,

⟨n, 1/2|Sx|n, 1/2⟩ =
~
2
sin θ cosφ,

⟨n, 1/2|Sy|n, 1/2⟩ =
~
2
sin θ sinφ. (3.605)

Evolucija talasne funkcije |n, 1/2⟩ pod dejstvom hamiltonijana H je

|n(t), 1/2⟩ = cos
θ

2
e−iω0t/2|+⟩+ sin

θ

2
eiφeiω0t/2|−⟩. (3.606)

Znaju�i talasnu funkciju u proizvo	nom vremenskom trenutku t, mo�emo da
izraqunamo sred�e vrednosti operatora spina,

⟨n(t), 1/2|Sz|n(t), 1/2⟩ =
~
2
cos θ,

⟨n(t), 1/2|Sx|n(t), 1/2⟩ =
~
2
sin θ cos (φ+ ω0t),

⟨n(t), 1/2|Sy|n(t), 1/2⟩ =
~
2
sin θ sin (φ+ ω0t). (3.607)

3.10 Slaga�e ugaonih momenata

1. Prostor u kome radimo je tenzorski proizvod prostora sta�a svake qestice.
Kako su prostori sta�a obe qestice 2D, ukupan prostor sta�a je 4D i ortono-
rmirani bazis {|ϵ1, ϵ2⟩} je sastav	en od vektora 31:

{|ϵ1, ϵ2⟩} = {|+,+⟩, |+,−⟩, |−,+⟩, |−,−⟩} (3.608)

31|+⟩ = | 12 ,
1
2 ⟩, |−⟩ = |

1
2 ,−

1
2 ⟩
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Ovaj bazis qine svojstvena sta�a operatora s21, s
2
2, s1z, s2z

s21|ϵ1, ϵ2⟩ =
3

4
~2|ϵ1, ϵ2⟩,

s22|ϵ1, ϵ2⟩ =
3

4
~2|ϵ1, ϵ2⟩,

s1z|ϵ1, ϵ2⟩ = ϵ1
~
2
|ϵ1, ϵ2⟩,

s2z|ϵ1, ϵ2⟩ = ϵ2
~
2
|ϵ1, ϵ2⟩. (3.609)

s21, s
2
2, s1z i s2z qine KSKO

32.

Definisa�emo ukupan spin sistema S = s1 + s2. Kako va�i

[Si, Sj] = [s1i + s2i, s1j + s2j] = [s1i, s1j] + [s2i, s2j] (3.610)

= i~ϵijks1k + i~ϵijks2k = i~ϵijkSk,

S je ugaoni moment jer �egove komponente zadovo	avaju standardne komuta-
cione relacije.

Korix�e�em identiteta S2 = s 2
1 + s 2

2 + 2s1 · s2 zak	uqujemo da va�i

[S2, s 2
1 ] = 0,

[S2, s 2
2 ] = 0. (3.611)

Tako�e, ako izraqunamo slede�e komutatore

[S2, s1z] = [s 2
1 + s 2

2 + 2s1 · s2, s1z] = 2[s1 · s2, s1z] (3.612)

= 2[s1xs2x + s1ys2y + s1zs2z, s1z] = 2s2x[s1x, s1z] + 2s2y[s1y, s1z]

= −2i~s1ys2x + 2i~s1xs2x,

[S2, s2z] = [s 2
1 + s 2

2 + 2s1 · s2, s2z] = 2[s1 · s2, s2z] (3.613)

= 2[s1xs2x + s1ys2y + s1zs2z, s2z] = 2s1x[s2x, s2z] + 2s1y[s2y, s2z]

= −2i~s1xs2y + 2i~s1ys2x,

zak	uqujemo da va�i
[S2, Sz] = 0. (3.614)

Dakle, promenili smo KSKO, od opservabli s 2
1 , s

2
2 , s1z i s2z smo prexli na

s 2
1 , s

2
2 , S

2 i Sz.

Ako oznaqimo novi bazis kao {|S,M⟩}, on mora da zadovo	ava

S⃗2|S,M⟩ = ~2S(S + 1)|S,M⟩,
32prve dve opservable su zapravo identiqni operatori pomno�eni faktorom 3

4~
2
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Sz|S,M⟩ =M~|S,M⟩,

s 2
1 |S,M⟩ = s 2

2 |S,M⟩ =
3

4
~2|S,M⟩. (3.615)

Kako je S ugaoni moment, S mora biti pozitivno i uzimati cele ili polucele
vrednosti, dok M uzima vrednosti od −S do S sa korakom 1.

Mi �elimo da izrazimo novi bazis, svojstveni za s21, s
2
2, S

2 i Sz preko starog
bazisa. Sa s21 i s

2
2 nemamo problema: svi vektori iz prostora sta�a su �ihovi

svojstveni vektori za svojstvenu vrednost 3
4
~2.33

Za operator Sz bazis {|ϵ1, ϵ2⟩} je svojstveni

Sz|ϵ1, ϵ2⟩ =
1

2
(ϵ1 + ϵ2)~|ϵ1, ϵ2⟩, (3.616)

⇒ |ϵ1, ϵ2⟩ je svojstveno sta�e operatora Sz za svojsvenu vrednostM = 1
2
(ϵ1+ ϵ2).

Vrednost kvantnog broja M mo�e biti 1, 0 ili -1.

Svojstvene vrednostiM = 1,−1 su nedegenerisane, �ima odgovaraju svojstveni
vektori | + +⟩ i | − −⟩, redom. Svojstvene vrednost M = 0 je dvostruko de-
generisana; �oj odgovaraju ortogonalni svojstveni vektori |−+⟩ i |+−⟩. Bilo
koja linearna kombinacija ova dva vektora je svojstveno sta�e operatora Sz za
svojstvenu vrednost 0.

Reprezentacija Sz u bazisu {|ϵ1, ϵ2⟩} je

Sz = ~


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

 . (3.617)

Kako je

S2 = s 2
1 + s 2

2 + 2s1 · s2 = s 2
1 + s 2

2 + 2s1zs2z + s1+s2− + s1−s2+, (3.618)

lako nalazimo da va�i

S2|++⟩ = 3

4
~2|++⟩+ 3

4
~2|++⟩+ 1

2
~2|++⟩ = 2~2|++⟩,

S2|+−⟩ = 3

4
~2|+−⟩+ 3

4
~2|+−⟩ − 1

2
~2|+−⟩+ ~2| −+⟩ = ~2[|+−⟩+ | −+⟩,

S2| −+⟩ = 3

4
~2| −+⟩+ 3

4
~2| −+⟩ − 1

2
~2| −+⟩+ ~2|+−⟩ = ~2[|+−⟩+ | −+⟩,

S2| − −⟩ = 3

4
~2| − −⟩+ 3

4
~2| − −⟩+ 1

2
~2| − −⟩ = 2~2| − −⟩, (3.619)

33Ovo va�i jer su s21 i s
2
2 jediniqni operatori
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na osnovu qega zak	uqujemo da je reprezentacija operatora S2 u bazisu {|ϵ1, ϵ2⟩}

S2 = ~2


2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 2

 . (3.620)

Vidimo da matrica mo�e da se podeli u tri podmatrice. Dve su 1D⇒ vektori
|++⟩ i | − −⟩ su svojstveni za svojstvenu vrednost 2~2.
Potrebno je dijagonalizovati 2D podmatricu u bazisu |+−⟩ i |−+⟩ rexava�em
svojstvene jednaqine

0 = det |
(

1 1
1 1

)
− λI|. (3.621)

Svojstvene vrednosti su 2~2 i 0, dok su svojstveni vektori
1√
2
(|+−⟩+ | −+⟩) za sv. vrednost 2~2, (3.622)

1√
2
(|+−⟩ − | −+⟩) za sv. vrednost 0. (3.623)

Kako su svojstvene vrednosti S2 jednake 2~2 i 0 zak	uqujemo da su kvantni
brojevi S = 1 i S = 0.

Novi svojstveni bazis izra�en preko starog je

|0, 0⟩ = 1√
2
(|+−⟩ − | −+⟩),

|1, 1⟩ = |++⟩,

|1, 0⟩ = 1√
2
(|+−⟩+ | −+⟩),

|1,−1⟩ = | − −⟩. (3.624)

2. Dimenzija tenzorskog proizvoda potprostora je jednaka

dim (V (k1λ1) ⊗ V (k2λ2)) = dimV (k1λ1)dimV (k2λ2) = (2k1 + 1)(2k2 + 1), (3.625)

dok je dimenzija zbira potprostora

dim ⊕k1+k2k=|k1−k2| V
(kλ1λ2) =

k1+k2∑
k=|k1−k2|

(2k + 1). (3.626)

Ako pretpostavimo da je k1 > k2 i uvedemo smenu k = k1 − k2 + i jednaqina
(3.626) nam se transformixe u

2k2∑
i=0

(
2(k1 − k2) + 2i+ 1

)
= 2(k1 − k2)

2k2∑
i=0

1 + 2

2k2∑
i=0

i+

2k2∑
i=0

1

= 2(k1 − k2)(2k2 + 1) + 2
2k2(2k2 + 1)

2
+ (2k2 + 1)

= (2k2 + 1)(2k1 − 2k2 + 2k2 + 1)

= (2k2 + 1)(2k1 + 1) (3.627)
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Na osnovu jednaqina (3.625) i (3.627) zak	uqujemo da va�i jednakost dimenzija.

3. Kako va�i s1
2 = 3

4
~2I i s2

2 = 3
4
~2I, kao i s1 = ~

2
σ1, s2 = ~

2
σ2, izraz S2 =

(s1 + s2)
2 se lako transformixe u tra�eni oblik,

S2 = s1
2 + s2

2 + 2s1 · s2
=

3

4
~2I +

3

4
~2I + 2

~
2
σ1 ·

~
2
σ2

=
1

2
~2(3I + σ1 · σ2). (3.628)

Spektralna forma operatora S2 i razlaga�a jedinice nam daju

S2 = 2~2P (3) + 0P (1),

I = P (3) + P (1), (3.629)

na osnovu qega dobijamo tra�ene izraze za P (3) i P (1).

4. V
( 1
2
)

1 ⊗V ( 1
2
)

2 = V
(0)
12 ⊗V

(1)
12 , tj. slaga�em dva spina s = 1

2
dobijamo spinove 0 ili 1.

POTPROSTOR V
(1)
12

Jedini nekorelisani vektor koji poseduje magnetni kvantni broj 1 je | + +⟩
tako da zak	uqujemo da va�i |1, 1⟩ = |++⟩.
Operatorom spuxta�a S− u tom potprostoru mo�emo dobiti i vektor |1, 0⟩:
S−|1, 1⟩ = ~

√
2|1, 0⟩. Kako znamo da va�i |11⟩ = |++⟩ i S− = s−1 + s−2 ,

S−|++⟩ = (s−1 + s−2 )|++⟩ = ~(|+−⟩+ | −+⟩),

tako da je

|1, 0⟩ = 1√
2
(|+−⟩+ | −+⟩). (3.630)

Sliqno, S−|1, 0⟩ = ~
√
2|1,−1⟩, pa je

|1,−1⟩ =
1

~
√
2
S−|1, 0⟩ = 1

~
√
2
(s−1 + s−2 )

1√
2
(|+−⟩+ | −+⟩)

=
1

2~
(~| − −⟩+ ~| − −⟩)

= | − −⟩. (3.631)

POTPROSTOR V
(0)
12

Vektor |0, 0⟩ mora biti ortogonalan na sva tri vektora |1,M⟩.
Kako je ortogonalan na |1, 1⟩ = | + +⟩ i na |1,−1⟩ = | − −⟩, on mora biti
linearna kombinacija vektora |+−⟩ i | −+⟩: |0, 0⟩ = α|+−⟩+ β| −+⟩.
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Iz uslova normira�a dobijamo

⟨0, 0|0, 0⟩ = |α|2 + |β|2 = 1, (3.632)

a iz ortogonalnosti sa vektorom |1, 0⟩ imamo

⟨0, 0|1, 0⟩ = 0⇒ α + β = 0. (3.633)

Pretpostavi�emo da su oba broja, α i β, realna, tako da dobijamo

|0, 0⟩ = 1√
2
(|+−⟩ − | −+⟩). (3.634)

5. Formula za razlaga�e tenzorskog proizvoda potprostora na direktan zbir pot-
prostora je

V
(j1)
1 ⊗ V (j2)

2 = V
(j1+j2)
12 ⊗ ...⊗ V (|j1−j2|)

12 . (3.635)

POTPROSTOR V
(j1+j2)
12

Jedini nekorelisani vektor koji ima maksimalnu projekciju M = j1 + j2 je
|j1, j2;m1 = j1,m2 = j2⟩ ⇒

|j1 + j2, j1 + j2⟩ = |j1, j2; j1, j2⟩. (3.636)

Iz J−|j1 + j2, j1 + j2⟩ = ~
√
2(j1 + j2)|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩ ⇒

|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩ =

=
1

~
√

2(j1 + j2)
J−|j1 + j2, j1 + j2⟩

=
1

~
√

2(j1 + j2)
(J−

1 + J−
2 )|j1 + j2, j1 + j2⟩

=
1

~
√

2(j1 + j2)
[~
√

2j1|j1, j2; j1 − 1, j2⟩] + ~
√

2j2|j1, j2; j1, j2 − 1⟩]

=

√
j1

j1 + j2
|j1, j2; j1 − 1, j2⟩+

√
j2

j1 + j2
|j1, j2; j1, j2 − 1⟩. (3.637)

Ostale vektore standardnog bazisa koji pripadaju datom potprostoru dobijamo
da	im delova�em operatora anihilacije J−.

POTPROSTOR V
(j1+j2−1)
12

U ovom potprostoru maksimalna vrednost magnetnog kvantnog broja M je
j1+ j2− 1. Korelisani vektor sa najve�om vrednox�u M |j1+ j2− 1, j1+ j2− 1⟩
linearna kombinacija dva nekorelisana vektora

|j1 + j2 − 1; j1 + j2 − 1⟩ = α|j1, j2; j1 − 1, j2⟩+ β|j1, j2; j1, j2 − 1⟩. (3.638)
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Iz uslova normalizacije dobijamo

⟨j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1|j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩ = 1⇒ |α|2 + |β|2 = 1, (3.639)

dok nam ortogonalnost sa |j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩ daje

⟨j1+j2−1, j1+j2−1|j1+j2, j1+j2−1⟩ = 0⇒ α

√
j1

j1 + j2
+β

√
j2

j1 + j2
= 0. (3.640)

Ako izaberemo realne koeficijente α i β dobijamo

|j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩ =

√
j1

j1 + j2
|j1, j2; j1, j2 − 1⟩ −

√
j2

j1 + j2
|j1, j2; j1 − 1, j2⟩.

(3.641)

Ovo je prvi vektor iz potrostora V (j1+j2−1) i dejstvom operatora J− dobi�emo
sve vektore standardnog bazisa iz ovog potprostora.

Potom se prelazi na potprostor V (j1+j2−2) i tako da	e dok se ne iscrpe svi
potrostori.

6. Koriste�i istu proceduru kao i u prethodnim zadacima dobijaju se svojstveni
vektori

|2, 2⟩ = |1, 1; 1, 1⟩,

|2, 1⟩ = 1√
2
|1, 1; 1, 0⟩+ 1√

2
|1, 1; 0, 1⟩,

|2, 0⟩ = 1√
6
|1, 1; 1,−1⟩+ 2√

6
|1, 1; 0, 0⟩+ 1√

6
|1, 1;−1, 1⟩,

|2,−1⟩ = 1√
2
|1, 1; 0,−1⟩+ 1√

2
|1, 1;−1, 0⟩,

|2,−2⟩ = |1, 1;−1,−1⟩,

|1, 1⟩ = 1√
2
|1, 1; 1, 0⟩ − 1√

2
|1, 1; 0, 1⟩,

|1, 0⟩ = 1√
2
|1, 1; 1,−1⟩ − 1√

2
|1, 1;−1, 1⟩,

|1,−1⟩ = 1√
2
|1, 1; 0,−1⟩ − 1√

2
|1, 1;−1, 0⟩,

|0, 0⟩ = 1√
3
|1, 1; 1,−1⟩ − 1√

3
|1, 1; 0, 0⟩+ 1√

3
|1, 1;−1, 1⟩. (3.642)

KOMENTAR:
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Ako razmatramo fiziqki problem u kome je dvoqestiqni sistem u p2 konfi-
guraciji, talasna funkcija koja odgovara tom sta�u u nekorelisanom bazisu
je 34

Ψ(r1, r2) = ⟨r1, r2|r1, r2; 1, 1;m1,m2⟩ = R1(r1)R2(r2)Y
m1
1 (θ1, φ1)Y

m2
1 (θ2, φ2),

(3.643)
gde su r1(r1, θ1, φ1) i r2(r2, θ2, φ2) koordinate qestica. Ukoliko �elimo da
pre�emo u korelisani bazis prostora sta�a Vθ1,φ1 ⊗ Vθ2,φ2 tada je, npr.

⟨r1, r2|r1, r2; 0, 0⟩ =
R1(r1)R2(r2)

1√
3
[Y 1

1 (θ1, φ1)Y
−1
1 (θ2, φ2)−Y 0

1 (θ1, φ1)Y
0
1 (θ2, φ2)+Y

−1
1 (θ1, φ1)Y

1
1 (θ2, φ2)].

7. U ovo zadatku se prvi put sre�emo sa slaga�em tri ugaona momenta. Kako
znamo da je

V (1/2) ⊗ V (1/2) = V (1) ⊕ V (0), (3.644)

mo�emo da poka�emo da se tenzorski proizvod tri dvodimenzionalna prostora
razlaze na jedan qetvorodimenzionalan i dva jednodimenzionalna prostora,

V
(1/2)
1 ⊗ V (1/2)

2 ⊗ V (1/2)
3 = (V

(1)
12 ⊕ V

(0)
3 )⊗ V (1/2)

3

= (V
(1)
12 ⊗ V

(1/2)
3 )⊕ (V

(0)
12 ⊗ V

(1/2)
3 )

= V
(3/2)
123 ⊕ V 1(1/2)

123 ⊕ V 2(1/2)
123 . (3.645)

Vektore koji se dobijaju iz tenzorskog proizvoda (V
(0)
12 ⊗ V

(1/2)
3 ) = V

2(1/2)
123 je

najlakxe odrediti. Potprostor V (0) je jednodimenzionalan, �emu odgovara
samo vektor

|0, 0⟩ = (|+−⟩ − | −+⟩)/
√
2, (3.646)

dok potprostoru V (1/2) odgovaraju dva bazisna vektora, |±⟩. Vektor najve�e
te�ine je

|1/2, 1/2⟩2 = |0, 0⟩|+⟩ = (|+−+⟩ − | −++⟩)/
√
2, (3.647)

dok je vektor najma�e te�ine

|1/2,−1/2⟩2 = |0, 0⟩|−⟩ = (|+−−⟩ − | −+−⟩)/
√
2. (3.648)

Sada prelazimo na potprostor V
(3/2)
123 dobijenog iz tenzorskog proizvoda

(V
(1)
12 ⊗ V

(1/2)
3 ). Vektor najve�e te�ine, |3/2, 3/2⟩, je jednak

|3/2, 3/2⟩ = |+++⟩. (3.649)

Koriste�i operator spuxta�a, J− = S1− + S2− + S3−,

J−|3/2, 3/2⟩ = ~
√
3|3/2, 1/2⟩,

J−|3/2, 3/2⟩ = (S1− + S2− + S3−)|+++⟩ = ~(| −++⟩+ |+−+⟩+ |++−⟩),
34Prostor sta�a je Vr1

⊗ Vr2
= Vr1 ⊗ Vr2 ⊗ Vθ1,φ1

⊗ Vθ2,φ2
. Misli se na nekorelisani bazis u

Vθ1,φ1 ⊗ Vθ2,φ2
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dobijamo

|3/2, 1/2⟩ = (| −++⟩+ |+−+⟩+ |++−⟩)/
√
3. (3.650)

Koriste�i istu proceduru, nalazimo ostale vektore iz potprostora 3/2

|3/2,−1/2⟩ = (| − −+⟩+ |+−−⟩+ | −+−⟩)/
√
3,

|3/2,−3/2⟩ = | − −−⟩. (3.651)

Vektori iz potprostora V
1(1/2)
123 ,

|1/2, 1/2⟩1 = α1|++−⟩+ β1|+−+⟩+ γ1| −++⟩, (3.652)

|1/2,−1/2⟩1 = α2|+−−⟩+ β2| −+−⟩+ γ2| − −+⟩, (3.653)

se dobijaju iz uslova ortonormiranosti

0 = 2⟨1/2, 1/2|1/2, 1/2⟩1 = ⟨3/2, 1/2|1/2, 1/2⟩1,
0 = 2⟨1/2,−1/2|1/2,−1/2⟩1 = ⟨3/2,−1/2|1/2,−1/2⟩1,
1 = α2

1 + β2
1 + γ21 ,

1 = α2
2 + β2

2 + γ22 . (3.654)

Rexava�em sistema jednaqina 3.654 nalazimo da je

|1/2, 1/2⟩1 = (2|++−⟩ − |+−+⟩ − | −++⟩)/
√
6, (3.655)

|1/2,−1/2⟩1 = (−|+−−⟩ − | −+−⟩+ 2| − −+⟩)/
√
6. (3.656)

8. Kod atoma vodonika sla�emo dva ugaona momenta, orbitalni ugaoni moment l
i spinski ugaoni moment 1

2
.

V (ℓ) ⊗ V ( 1
2
) = V (ℓ+ 1

2
) ⊗ V (ℓ− 1

2
) (3.657)

POTPROSTOR V (j=ℓ+ 1
2
)

Vektor maksimalne te�ine je |ℓ+ 1
2
, ℓ+ 1

2
⟩ = |ℓ, 1

2
; ℓ,+⟩.

J−|ℓ+ 1

2
, ℓ+

1

2
⟩ = ~

√
2ℓ+ 1|ℓ+ 1

2
, ℓ− 1

2
⟩ ⇒

|ℓ+ 1

2
, ℓ− 1

2
⟩ =

1

~
√
2ℓ+ 1

J−|ℓ+ 1

2
, ℓ+

1

2
⟩ = 1

~
√
2ℓ+ 1

(L− + S−)|ℓ, 1
2
; ℓ,+⟩

=
1

~
√
2ℓ+ 1

[~
√
2ℓ|ℓ, 1

2
; ℓ− 1,+⟩+ ~|ℓ, 1

2
; ℓ,−⟩]

=

√
2ℓ

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
; ℓ− 1,+⟩+

√
1

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
; ℓ,−⟩ (3.658)
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Ako primenimo J− jox jednom dobijamo:

|ℓ+ 1

2
, ℓ− 3

2
⟩ =

√
2ℓ− 1

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
; ℓ− 2,+⟩+

√
2

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
; ℓ− 1,−⟩ (3.659)

Generalno, vektor |ℓ+ 1
2
,M⟩ je linearna kombinacija dva nekorelisana vektora

|ℓ, 1
2
;M − 1

2
,+⟩ i |ℓ, 1

2
;M + 1

2
,−⟩

Ispostav	a se da va�i

|ℓ+ 1

2
,M⟩ = 1√

2ℓ+ 1
[

√
ℓ+M +

1

2
|ℓ, 1

2
;M − 1

2
,+⟩+

√
ℓ−M +

1

2
|ℓ, 1

2
;M +

1

2
,−⟩]

(3.660)
Mo�emo rekurentno pokazati da je ovo taqno

J−|ℓ+ 1

2
,M⟩ = ~

√
(ℓ+M +

1

2
)(ℓ−M +

3

2
)|ℓ+ 1

2
,M − 1⟩ ⇒

|ℓ+ 1

2
,M − 1⟩ = 1

~
√

(ℓ+M + 1
2
)(ℓ−M + 3

2
)
J−|ℓ+ 1

2
,M⟩ =

= [

√
ℓ+M + 1

2

ℓ+M + 1
2

√
ℓ+M + 3

2

ℓ+M + 3
2

√
ℓ+M − 1

2

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
;M − 3

2
,+⟩

+

√
ℓ+M + 1

2

ℓ+M + 1
2

√
1

ℓ+M + 3
2

√
1

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
;M − 1

2
,−⟩

+

√
ℓ+M + 1

2

ℓ+M + 1
2

√
ℓ+M + 1

2

ℓ+M + 3
2

√
ℓ+M + 1

2

2ℓ+ 1
|ℓ, 1

2
;M − 1

2
,−⟩]

|ℓ+ 1

2
,M⟩ = 1√

2ℓ+ 1
[

√
ℓ+M − 1

2
|ℓ, 1

2
;M − 3

2
,+⟩+

√
ℓ−M +

3

2
|ℓ, 1

2
;M − 1

2
,−⟩]

(3.661)
Dobijamo isti izraz, samo xto umesto M imamo M − 1, tako da potvr�ujemo
pretpostav	enu rekurentnu relaciju.

POTPROSTOR V (J=ℓ− 1
2
)

Vektor maksimalne te�ine u ovom potprostoru |ℓ − 1
2
, ℓ − 1

2
⟩ je linearna kom-

binacija dva nekorelisana vektora |ℓ, 1
2
; ℓ,−⟩ i |ℓ, 1

2
; ℓ− 1

2
,+⟩

|ℓ− 1

2
, ℓ− 1

2
⟩ = α|ℓ, 1

2
; ℓ,−⟩+ β|ℓ, 1

2
; ℓ− 1

2
,+⟩ (3.662)

Uslov normiranosti talasne funkcije i ortogonalnosti na |ℓ + 1
2
, ℓ − 1

2
⟩ nam

daju

⟨ℓ− 1

2
, ℓ− 1

2
|ℓ− 1

2
, ℓ− 1

2
⟩ = 1⇒ |α|2 + |β|2 = 1
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⟨ℓ+ 1

2
, ℓ− 1

2
|ℓ− 1

2
, ℓ− 1

2
⟩ = 1⇒ α

√
1

2ℓ+ 1
+ β

√
2ℓ

2ℓ+ 1
= 0 (3.663)

Izabra�emo da su α i β realni brojevi i dobijamo:

|ℓ− 1

2
, ℓ− 1

2
⟩ = 1√

2ℓ+ 1
[
√
2ℓ|ℓ, 1

2
; ℓ,−⟩ − |ℓ, 1

2
;M − 1

2
,+⟩] (3.664)

Mogli smo odmah da na�emo vektor |ℓ− 1
2
,M⟩ za proizvo	nu vrednostM . On je

linearna kombinacija dva nekorelisana vektora |ℓ, 1
2
;M+ 1

2
,−⟩ i |ℓ, 1

2
;M− 1

2
,+⟩

i iz uslova normiranosti i ortogonalnosti na |ℓ+ 1
2
,M⟩ dobijamo

|ℓ− 1

2
,M⟩ = 1√

2ℓ+ 1
[

√
ℓ+M +

1

2
|ℓ, 1

2
;M +

1

2
,−⟩−

√
ℓ+M +

1

2
|ℓ, 1

2
;M − 1

2
,+⟩]

(3.665)
Sta�a |ℓ, 1

2
;m,±⟩ qestice spina 1

2
mogu da se prika�u dvokomponentnim spino-

rima

Y m
ℓ

(
1
0

)
za projekciju spina +1/2 (3.666)

i

Y m
ℓ

(
0
1

)
za projekciju spina -1/2 (3.667)

Tako da ukupna talasna funkcija izra�ena u standardnom bazisu ugaonog dela
i radijalnog dela izgleda kao:

Ψℓ+ 1
2
,M(r, s) =

1√
2ℓ+ 1

Rn,ℓ(r)

 √
ℓ+M + 1

2
Y
M− 1

2
ℓ (θ, φ)√

ℓ−M + 1
2
Y
M+ 1

2
ℓ (θ, φ)

 (3.668)

Ψℓ− 1
2
,M(r, s) =

1√
2ℓ+ 1

Rn,ℓ(r)

 −√ℓ−M + 1
2
Y
M− 1

2
ℓ (θ, φ)√

ℓ+M + 1
2
Y
M+ 1

2
ℓ (θ, φ)

 (3.669)

9. Infinitezimalna se definixe kao rotacija koja je beskonaqno bliska iden-
tiqnoj rotaciji, a to je rotacija Ru(dα) za beskonaqno mali ugao dα oko pro-
izvo	ne ose u.

Transformacija vektoraOM pod infinitezimalnim rotacijama Ru(dα) mo�e
se napisati, do prvog reda po dα, kao

Ru(dα)OM = OM + dαu×OM (3.670)

Ako govorimo o operatorima rotacije u prostoru sta�a sistema, oni imaju
formu

Ru(α) = e−
i
~αJu (3.671)

, gde je J operator ukupnog ugaonog momenta sistema.
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ROTACIJA OPSERVABLI

Razmatramo opservablu A, koja nas povezuje sa datim fiziqkom sistemom; pret-
postavi�emo, da bi uprostili notaciju, da je spektar A diskretan i nedegener-
isan

A|un⟩ = an|un⟩ (3.672)

Da bi razumeli kako se opservabla ponaxa pod rotacijama, zamislimo da
imamo merni aparat koji mo�e da meri A fiziqkog sistema pod razmatra�em.
Sada, opeservabla A′, koja je transformacija opservable A u odnosu na ge-
ometrijske rotacije R, je po definiciji ono xto se meri mernim aparatom
kada deluje rotacija R.
Neka se sistem nalazi u sta�u |un⟩, koje je svojstveno za operator A. Merni
aparat koji meri A u ovom sistemu da�e nam vrednost an. Ali, pre nego xto
izvrximo mere�e, napravimo simultanu rotaciju R i fiziqkog sistema i
mernog aparata tako da je relativna pozicija neprome�ena. Ako opservabla A
koji razmatramo opisuje fiziqku veliqinu povezanu samo sa sistemom koji smo
rotirali (tj. nezavisno od ostalih sistema ili aparata koje nismo rotirali),
onda �e u novoj poziciji merni aparat opet davati isti rezultat an.

Posle rotacije, aparat, po definiciji, meri A′, i sistem se nalazi u sta�u

|u′n⟩ = R|un⟩ (3.673)

Kako va�e relacije

A|un⟩ = an|un⟩ (3.674)

A′|u′n⟩ = an|u′n⟩ (3.675)

Ako relaciju (3.673) zamenimo u prethodnu jednaqinu, i uporedimo posled�e
dve jednaqine dobijamo

R†A′R|un⟩ = A|un⟩ (3.676)

Kako skup vektora |un⟩ gradi bazis u prostoru sta�a dolazimo do relacije

A′ = RAR† (3.677)

U specijalnom sluqaju infinitezimalnih rotacija Ru(dα) dobijamo

A′ = (1− i

~
dαJu)A(1 +

i

~
dαJu) (3.678)

Sre�iva�em prethodne jednaqine dolazimo do izraza

A′ = A− i

~
dα[Ju, A] (3.679)

SKALARNA OPSERVABLA
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Da bi neka opservabla bila skalar mora va�iti

A′ = A (3.680)

za sve rotacije R u prostoru sta�a. Jednaqina (3.679) nam ka�e da za skalarnu
opservablu va�i

[A,J ] = 0 (3.681)

tj. skalarna opservabla A komutira sa sve tri komponente ukupnoh ugaonog
momenta J .

VEKTORSKE OPSERVABLE

Vektorska opservabla V je skup tri opservable Vx, Vy, Vz koje su u odnosu
na rotacije transformixu po karakteristiqnom zakonu za vektore.

Razmatrajmo, npr. komponentu Vx ove opservable. Ispita�emo �eno ponaxa�e
pod infinitezimalnim rotacijama oko svake od koordinatnih osa. Vx se oqi-
gledno ne me�a pod rotacijama oko Ox, pa relacija (3.679) mo�e da se napixe
u obliku

Vx = Vx −
i

~
[Jx, Vx] (3.682)

na osnovu koje dobijamo komutacionu relaciju

[Jx, Vx] = 0 (3.683)

Ako izvrximo rotaciju Rey(dα) oko Oy ose prelazak iz Vx u V
′
x je

V ′
x = Vx −

i

~
dα[Jy, Vx] (3.684)

Znamo da je Vx komponenta V du� Ox ose, za jediniqni vektor ex. Rotacija
Rey(dα) slika ex u e ′

x u skladu sa jednaqinom (3.670)

e ′
x = ex + dαey × ex = ex − dαez (3.685)

Ako je V vektorska opservabla, V ′
x mora biti isto kao i V e ′

x

V ′
x = V ex − dαV ez = Vx − dαVz (3.686)

Upore�uju�i jednaqine (3.684) i (3.686) dobijamo

[Vx, Jy] = i~Vz (3.687)

Za infinitezimalne rotacije Rez(dα) oko Oz ose, na sliqan naqin kao malopre
dolazimo do relacije

[Jz, Vx] = i~Vy (3.688)

Ispitiva�em ponaxa�a opservabli Vy i Vz pod rotacijama, poka�emo fo-
rmule koje se mogu izvesti iz jednaqina (3.684), (3.686) i (3.688) cikliqnim
permutacijama indeksa x, y i z.
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10. Predvi�en za samostalan rad.

11. Uvodimo operatore V+, V−, J− i J+ koji su definisani kao

V± = Vx ± iVy
J± = Jx ± iJy (3.689)

Koriste�i definiciju vektorskog operatora, dobijamo komutacione relacije

[Jx, V±] = ∓~Jz

[Jy, V±] = −i~Vz
[Jz, V±] = ±~V± (3.690)

Na osnovu ovih relacija se nalaze komutacione relacije izme�u J+, J−, V+ i
V−

[J+, V+] = 0

[J+, V−] = 2~Jz
[J−, V+] = −2~Jz

[J−, V−] = 0 (3.691)

NENULTI MATRIQNI ELEMENTI V U STANDARDNOM BAZISU

Prva stvar koja nas zanima je kada su matriqni elementi

⟨j,m, λ|Vz|j′,m′, λ′⟩ (3.692)

nenulti. Kako je [Vz, Jz] = 0 dobijamo

⟨j,m, λ|JzVz|j′,m′, λ′⟩ = ⟨j,m, λ|VzJz|j′,m′, λ′⟩ (3.693)

Kako su vektori |j,m, λ⟩ svojsveni vektori operatora Jz

Jz|j,m, λ⟩ = m~|j,mλ⟩

⟨j,m, λ|Jz = ⟨j,m, λ|m~ (3.694)

dobijamo
m~⟨j,m, λ|Vz|j′,m′, λ′⟩ = m′~⟨j,m, λ|Vz|j′,m′, λ′⟩ (3.695)

na osnovu qega zak	uqujemo da su matriqni elementi nenulti za m = m′

Sada nas zanimaju matriqni elementi ⟨j,m, λ|V±|j′,m′, λ′⟩. Kako je

JzV± = V±Jz ± ~V± (3.696)

, delova�em svake strane ovog izraza na ket |j′,m′, λ′⟩ dobijamo

Jz(V±|j′,m′, λ′⟩) = V±Jz|j′,m′, λ′⟩ ± ~V±|j′,m′, λ′⟩
= (m′ ± 1)~V±|j′,m′, λ′⟩ (3.697)



116 GLAVA 3. REXE�A

Posled�a jednaqina nam ka�e da je V±|j′,m′, λ′⟩ svojstveni vektor operatora
Jz za svojstvenu vrednost (m± 1)~ 35

=⇒ skalarni proizvod ⟨j,m, λ|V±|j′,m′, λ′⟩ je razliqit od nule za m−m′ = ±1.
Dobili smo SELEKCIONA PRAVILA

Vz =⇒ ∆m = m−m′ = 0 (3.698)

V+ =⇒ ∆m = m−m′ = 1 (3.699)

V− =⇒ ∆m = m−m′ = −1 (3.700)

PROPORCIONALNOST MATRIQNIH ELEMENATA J i V UNUTAR
POTPROSTORA V(j,λ)

Kako je [J+, V+] = 0 dobijamo

⟨j,m+ 2, λ|J+V+|j,m, λ⟩ = ⟨j,m+ 2, λ|V+J+|j,m, λ⟩ (3.701)

Ako na obe strana posled�e jednaqine uvrstimo, izme�u operatora J+ i V+,
identiqan operator I u formi

I =
∑

j′,m′,λ′

|j′,m′, λ′⟩⟨j′,m′, λ′| (3.702)

dobi�emo ∑
j′,m′,λ′

⟨j,m+ 2, λ|J+|j′,m′, λ′⟩⟨j′,m′, λ′|V+|j,m, λ⟩

=
∑

j′,m′,λ′

⟨j,m+ 2, λ|V+|j′,m′, λ′⟩⟨j′,m′, λ′|J+|j,m, λ⟩ (3.703)

Znaju�i nenulte matriqne elemente operatora J+ i V+ mo�emo zak	iqiti da
suma u prethodnom izrazu nestaje jer se jedini nenulti matriqni elementi
dobijaju za λ′ = λ i m′ = m+ 1, tako da dobijamo

⟨j,m+ 2, λ|J+|j,m+ 1, λ⟩⟨j,m+ 1, λ|V+|j,m, λ⟩
= ⟨j,m+ 2, λ|V+|j,m+ 1, λ⟩⟨j,m+ 1, λ|J+|j,m, λ⟩ (3.704)

Prethodna jednakost se mo�e napisati i u pogodnijoj formi

⟨j,m+ 1, λ|V+|j,m, λ⟩
⟨j,m+ 1, λ|J+|j,m, λ⟩

=
⟨j,m+ 2, λ|V+|j,m+ 1, λ⟩
⟨j,m+ 2, λ|J+|j,m+ 1, λ⟩

(3.705)

35Na osnovu jednaqine (3.697) ne mo�emo zak	uqiti da je vektor V±|j′,m′, λ′⟩ proporcionalan
vektoru |j′,m′ ± 1, λ′⟩. Najvixe xto mo�emo re�i je da va�i relacija

V±|j′,m′, λ′⟩ =
∑
λ,j

Cλ,j |j,m′ ± 1, λ⟩
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Posled�a relacija va�i dokle god bra i ket vektori u datoj relaciji postoje,
tj. za j − 2 ≥ m ≥ −j.

⟨j,−j + 1, λ|V+|j,−j, λ⟩
⟨j,−j + 1, λ|V+|j,−j, λ⟩

= · · · = ⟨j, j, λ|V+|j, j − 1, λ⟩
⟨j, j, λ|J+|j, j − 1, λ⟩

(3.706)

Ovaj odnos je jednak α+(j, λ) pa, konaqno, mo�emo napisati

⟨j,m+ 1, λ|V+|j,m, λ⟩ = α+(j, λ)⟨j,m+ 1, λ|J+|j,m, λ⟩ (3.707)

Koeficijent α+ zavisi od j i λ, ali ne i od m.

Selekciono pravilo za V+ nam govori da su matriqni elementi
⟨j,m′, λ|V+|j,m, λ⟩ i ⟨j,m′, λ|J+|j,m, λ⟩ nenulti za ∆m = m′ −m = 1, tako da
za svako m i m′ mo�emo napisati

⟨j,m′, λ|V+|j,m, λ⟩ = α+(j, λ)⟨j,m′, λ|J+|j,m, λ⟩ (3.708)

Ovaj rezultat izra�ava qi�enicu da su svi matriqni elementi operatora V+
unutar potprostora V (j,λ) proporcionalni matriqnim elementima operatora
J+.

Kako je [J−, V−] = 0, na gotovo identiqan naqin kao i za operatore V+ i J+
mo�emo do�i do relacije

⟨j,m′, λ|V−|j,m, λ⟩ = α−(j, λ)⟨j,m′, λ|J−|j,m, λ⟩ (3.709)

koja nam govori da su, unutar potprostora V (j,λ), matriqni elementi operatora
V−, proporcionalni matriqim elementima J−.

Na osnovu komutacione relacije [J−, V+] = −2~Vz i qi�enice da su matriqni
elementi operatora Vz nenulti za ∆m = 0, mo�emo napisati

− 2~⟨j,m, λ|Vz|j,m, λ⟩ = ⟨j,m, λ|J−V+ − V+J−|j,m, λ⟩ (3.710)

Znamo kako J− deluje na vektore standardnog bazisa, tako da jednaqinu (3.710)
mo�emo napisati u obliku

−2~⟨j,m, λ|Vz|j,m, λ⟩
= ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1)⟨j,m+ 1, λ|V+|j,m, λ⟩

− ~
√
j(j + 1)−m(m− 1)⟨j,m, λ|V+|j,m− 1, λ⟩ (3.711)

Ako iskoristimo jednaqinu (3.708), i napixemo

⟨j,m+ 1, λ|V+|j,m, λ⟩ = α+(j, λ)⟨j,m+ 1, λ|J+|j,m, λ⟩
= ~α+(j, α)

√
j(j + 1)−m(m+ 1)

⟨j,m+ 1, λ|V+|j,m, λ⟩ = α+(j, α)⟨j,m, λ|J+|j,m− 1, λ⟩
= ~α+(j, α)

√
j(j + 1)− (m− 1)m (3.712)
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dolazimo do relacije

⟨j,m, λ|Vz|j,m, λ⟩ = ~α+(j, λ) (3.713)

Sliqno, koriste�i komutacionu relaciju [J+, V−] = 2~Vz i qi�enicu da su
nenulti matriqni elementi operatora Vz za ∆m = 0 dobijamo

⟨j,m, λ|Vz|j,m, λ⟩ = ~α−(j, λ) (3.714)

Na osnovu posled�e dve jednaqine dobijamo

α+(j, λ) = α−(j, λ) = α(j, λ) (3.715)

Trivijalno se pokazuje da va�i jednakost

⟨j,m, λ|Vz|j,m′, λ⟩ = α(j, λ)⟨j,m, λ|Jz|j,m′, λ⟩ (3.716)

tako da su, unutar potprostora V (j,λ), matriqni elementi operatora Vz, pro-
porcionalni matriqim elementima Jz.

Kako je vektorski operator V linearna kombinacija vektora V± i Vz, na osnovu
jednaqina (3.707), (3.709) i (3.716) dolazimo do konaqnog rezultata

⟨j,m, λ|V |j,m′, λ⟩ = α(j, λ)⟨j,m, λ|J |j,m′, λ⟩ (3.717)

koji predstav	a Vigner-Ekartov teorem za vektorske operatore, i ka�e da
su, unutar potprostora V (j,λ), matriqni elementi vektorskog operatora V pro-
porcionalni matriqnim elementima vektorskog operatora J .

Ako sa P (j, λ) oznaqimo projektor na potprostor V (j,λ), Vigner-Ekartov teorem
mo�emo da napixemo i u obliku

P (j, λ)V P (j, λ) = α(j, λ)P (j, λ)JP (j, λ) (3.718)

12. Razmatrajmo skalarni operator JV ; �egov odseqak u potprostoru V (j,λ) je je-
dnak P (j, λ)JV P (j, λ). Ako iskoristimo relaciju

[J , P (j, λ)] = 0 (3.719)

,da je odseqak operatora J2 u potprostoru V (j,λ) jednak ~2j(j + 1), i jednaqinu
(3.718) mo�emo da poka�emo

P (j, λ)JV P (j, λ) = J P (j, λ)V P (j, λ)︸ ︷︷ ︸
Vigner-Ekart

= α(j, λ)JP (j, λ)JP (j, λ)

= α(j, λ)P (j, λ)J 2P (j, λ) = α(j, λ)~2j(j + 1)P 2(j, λ)

= α(j, λ)~2j(j + 1)P (j, λ) (3.720)

da je odseqak operatora vecJV u potprostoru V j,λ jednak α(j, λ)~2j(j+1)P (j, λ).
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Ako je |ψj,λ proizvo	no normalizovano sta�e u potprostoru V (j,λ), sred�a vred-
nost JV u ovom sta�u je

⟨JV ⟩j,λ = α(j, λ)~2j(j + 1) (3.721)

Sada jednaqinu (3.718) mo�emo da napixemo u obliku

P (j, λ)V P (j, λ) =
⟨JV ⟩j,λ
~j(j + 1)

P (j, λ)JP (j, λ) (3.722)

Ovaj rezultat se naziva projekcioni teorem. Ono xto je korisno u projek-
cionom teoremu je da sada imamo izraz na osnovu koga mo�emo da izraqunamo
koeficijent α(j, λ). Naravno, ovo rexe�e va�i ukoliko govorimo o potpros-
toru P (j, λ). Qesto se projekcioni teorem pixe u obliku

V =
⟨JV ⟩j,λ
~j(j + 1)

J (3.723)

i u �emu se implicitno podrazumeva da ova formula va�i SAMO unutar
potprostora V (j,λ).

13. Neka je L ukupan orbitalni ugaoni moment svih elektrona atoma L =
∑

i ℓi,
dok je S ukupan spinski ugaoni moment svih atoma S =

∑
i si.

Ukupan ugaoni moment atoma (pod pretpostavkom da je spin nukleusa jednak
nuli) je J = L + S. U odsustvu magnetnog po	a, hamiltonijan atoma H0

komutira sa J .

Pretpostavi�emo da H0, L
2, S2, J2 i Jz formiraju KSKO, i sa |E0, L, S, J,M⟩

�emo oznaqiti zajedniqke svojstvene vektore sa svojstvenim vrednostima E0,
~2ℓ(ℓ+ 1), ~2s(s+ 1), ~2j(j + 1) i M~. 36

Kako je

J±|E0, L, S, J,M⟩ = ~
√
J(J + 1)−M(M ± 1)|E0, L, S, J,M ± 1⟩ (3.724)

svojstveni vektor operatoraH0 za svojstvenu vrednostE0, vidimo da je energija
E0 2J + 1 puta degenerisana.

U prisustvu magnetnog po	a B = Bez, hamiltonijan postaje

H = H0 +H1 = H0 − µ(L+ g0︸︷︷︸
≈ 2

S) = H0 −
µb
~
(Lz + 2Sz) (3.725)

Ako magnetno po	e nije dovo	no veliko, hamiltonijan H1 mo�emo posmatrati
kao perturbaciju. Matriqne elemente hamiltonijana H1 unutar potprostora
V (E0,L,S,J) se mogu na�i uz pomo� projekcionog teorema

L =
⟨LJ⟩

~2J(J + 1)
J (3.726)

36Ova hipoteza je validna za odre�eni broj lakih atoma kod kojih je interakcija LS tipa.
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S =
⟨SJ⟩

~2J(J + 1)
J (3.727)

Ako primetimo da iz J2 = (L+ S)2 sledi

LS =
1

2
(J 2 − S2 −L2) (3.728)

mo�emo dobiti slede�e korisne relacije

JL = L(L+ S) = L2 +LS = L2 +
1

2
(J 2 − S2 −L2) (3.729)

SJ = S(L+ S) = S2 +LS = S2 +
1

2
(J 2 − S2 −L2) (3.730)

Unutar potprostora V (E0,L,S,J) su sred�e vrednosti operatora LJ i SJ jednake

⟨LJ⟩E0,L,S,J = ~2L(L+ 1) +
~2

2
(J(J + 1)− S(S + 1)− L(L+ 1)) (3.731)

⟨SJ⟩E0,L,S,J = ~2S(S + 1) +
~2

2
(J(J + 1)− S(S + 1)− L(L+ 1)) (3.732)

Tako da se hamiltonijan H1 u ovom potprostoru mo�e napisati kao

H1 = −
µB
~
B
[3
2
+
S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)

]
︸ ︷︷ ︸

gJ

Jz (3.733)

, gde je gJ Landeov faktor proizvo	nog atomskog nivoa.

U prvom redu teorije perturbacije je popravka energije

⟨E0, L, S, J,M |H1|E0, L, S, J,M⟩ = −µB
~
BgJ⟨E0, L, S, J,M |Jz|E0, L, S, J,M⟩

= −µB
~
BgJM~ = −µBBgJM (3.734)

tako da se dobija ekvidistantno cepa�e energetskog nivoa E0 koje zavisi od
magnetnog kvantnog broja M .

3.11 Identiqne qestice

1. Razmatrajmo dve qestice sa istim spinom; neka su �ihovi spinski prostori
sta�a, V (1) i V (2) izomorfni. Bazis u prostoru sta�a prve qestice {|ui⟩},
je isti kao i bazis u prostoru sta�a druge qestice, zbog izomorfnosti. Ko-
riste�i tenzorski proizvod, mo�emo konstruisati bazis u ukupnom prostoru
sta�a V = V (1) ⊗ V (2) obe qestice

{|1 : ui; 2 : uj⟩} (3.735)
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Kako smo indeksima 1 i 2 oznaqili koji vektor pripada kom prostoru sta�a,
mo�emo pisati bazisne vektore na slede�i naqin

|2 : uj; 1 : ui⟩ = |1 : ui; 2 : uj⟩ (3.736)

Primetimo da je

|1 : ui; 2 : uj⟩ ̸= |1 : uj; 2 : ui⟩ za i ̸= j (3.737)

Permutacioni operator definixemo kao linearni operator qije je dejstvo na
bazisne vektore dato sa

P21|1 : ui; 2 : uj⟩ = |2 : ui; 1 : uj⟩ = |1 : uj; 2 : ui⟩ (3.738)

OSOBINE PERMUTACIONOG OPERATORA
Direktno iz definicije operatora P21 vidimo da je P

2
21 = 1, tako da

mo�emo zak	uqiti da je operator P21 sam sebi inverz.

Pokaza�emo i da je P21 hermitski operator, tj. da va�i P
†
21 = P21.

Matriqni elementi operatora P21 u bazisu {|1 : ui; 2 : uj⟩} su

⟨1 : ui′ ; 2 : uj′ |P21|1 : ui; 2 : uj⟩ = ⟨1 : ui′ ; 2 : uj′|1 : uj; 2 : ui⟩ = δi′,jδi,j′ (3.739)

Matriqni elementi operatora P †
21 su, po definiciji

⟨1 : ui′ ; 2 : uj′|P †
21|1 : ui; 2 : uj⟩ = (⟨1 : ui; 2 : uj|P21|1 : ui′ ; 2 : uj′⟩)∗

= (⟨1 : ui; 2 : uj|1 : uj′ ; 2 : ui′⟩)∗

= δi,j′δi′,j (3.740)

Kako su svi matriqni elementi operatora P21 jednaki svim matriqnim ele-
mentima P †

21, dolazimo do zak	uqka da je P
†
21 = P21-hermitski operator.

Operator P21 je unitaran jer va�i P †
21P21 = P21P

†
21 = 1.

Ako izaberemo bazis formiran od zajedniqih svojstvenih bazisa operatora
koordinate r i z- projekcije spina sz, izraz (3.738) mo�emo da napixemo u
obliku

P21|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩ = |1 : r ′, ϵ′; 2 : r, ϵ⟩ (3.741)

Svako sta�e |ψ⟩ u tom bazisu mo�emo da napixemo u slede�em obliku

|ψ⟩ =
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩ (3.742)

Ako na |ψ⟩ delujemo bra vektorom ⟨1 : r1, ϵ1; 2, r2, ϵ2| dobi�emo

⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2|ψ⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)δr1,rδr2,r ′δϵ1,ϵδϵ2,ϵ′

= ψϵ1,ϵ2(r1, r2) (3.743)
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Dejstvo permutacionog operatora P21 na proizvo	an ket |ψ⟩ je

P21|ψ⟩ =
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)P21|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)|1 : r ′, ϵ′; 2 : r, ϵ⟩ (3.744)

Ako napravimo smenu varijabli ϵ↔ ϵ′, r ←→ r′, posled�a jednaqina postaje

P21|ψ⟩ =
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ′,ϵ(r

′, r)|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩ (3.745)

Delova�em bra vektora ⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2| na P21|ψ⟩ dobijamo

⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2|P21|ψ⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)δr2, r ′ δr1, r δϵ1,ϵ δϵ2,ϵ′

= ψϵ1,ϵ2(r1, r2) (3.746)

Sa druge strane, ako P21 deluje na bra vektor ⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2|, a |ψ⟩ napixemo
kao u jednaqini (3.742), dobi�emo

⟨1 : r1, ϵ1; 2 : r2, ϵ2|P21|ψ⟩
= ⟨1 : r2, ϵ2; 2 : r1, ϵ1|ψ⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)⟨1 : r2, ϵ2; 2 : r1, ϵ1|1 : r, ϵ; 2 : r ′, ϵ′⟩

=
∑
ϵ,ϵ′

∫ ∫
drdr ′ψϵ,ϵ′(r, r

′)δr2, r δr1, r ′ δϵ2,ϵ δϵ1,ϵ′

= ψϵ2,ϵ1(r2, r1) (3.747)

Na osnovu posled�e dve jednaqine mo�emo da zak	uqimo

ψϵ1,ϵ2(r1, r2) = ψϵ2,ϵ1(r2, r1) (3.748)

SIMETRIQNI I ANTISIMETRIQNI KETOVI;
SIMETRIZATOR I ANTISIMETRIZATOR

Kako je P †
21 = P21, svojstvene vrednosti permutacionog operatora su realne.

Zato xto va�i P 2
21 = 1, svojstvene vrednosti su ±1.

Svojstveni vektori P21 dode	eni svojstvenoj vrednosti 1 su simetriqni, dok
su svojstveni vektori za svojstvenu vrednost −1 antisimetriqni ketovi



3.11. IDENTIQNE QESTICE 123

P21|ψS⟩ = |ψS⟩ (3.749)

P21|ψA⟩ = −|ψA⟩ (3.750)

Razmotrimo dva operatora

S =
1

2
(1 + P21) (3.751)

A =
1

2
(1− P21) (3.752)

Ovi operatori su projektori jer va�i

S2 =
1

4
(1+P21)

2 =
1

4
(1+P21+P21+ P 2

21︸︷︷︸
= 1

) =
1

4
(2+2P21) =

1

2
(1+P21) = S (3.753)

A2 =
1

4
(1−P21)

2 =
1

4
(1−P21−P21+ P 2

21︸︷︷︸
= 1

) =
1

4
(2−2P21) =

1

2
(1−P21) = A (3.754)

Sliqno, mo�emo da proverimo da su ovi operatori hermitski, tj. da va�i
S† = S i A† = A, kao i da su projektori na ortogonalne potprostore jer je

SA = AS = 0 (3.755)

Ovi dekomponuju prostor sta�a V na direktan zbir simetriqnog i antisimet-
riqnog potprostora

V = VS ⊕ VA (3.756)

, jer projektori S i A dekomponuju jedinicu

1 = S + A (3.757)

Ako je |ψ⟩ proizvo	an ket u prostoru sta�a V , S|ψ⟩ je simetriqan ket, dok je
A|ψ⟩ antisimetriqan ket, i lako se proverava da va�i

P21S|ψ⟩ = SP21|ψ⟩ = S|ψ⟩ (3.758)

P21A|ψ⟩ = AP21|ψ⟩ = −A|ψ⟩ (3.759)

TRANSFORMACIJA OPSERVABLI POD PERMUTACIJAMA
Razmotrimo opservablu B(1), poqetno definisanu u V (1) i potom pro-

xirenu u V . Neka je u V (1) bazis saqi�en od svojstvenih vektora {|ui⟩}(odgova-
raju�e svojstvene vrednosti �emo oznaqavati sa ui).

Zanima nas dejstvo operatora P21B(1)P †
21 na proizvo	an bazisni vektor pro-

stora sta�a V

P21B(1)P †
21|1 : ui; 2 : uj⟩ = P21B(1)|1 : uj; 2 : ui⟩ = ujP21|1 : uj; 2 : ui⟩

= uj|1 : ui; 2 : uj⟩ (3.760)
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Isti rezultat dobijamo i delova�em opservable B(2) na isti bazisni vektor.
Na osnovu toga zak	uqujemo

P21B(1)P †
21 = B(2) (3.761)

Sliqno, mo�emo pokazati

P21B(2)P †
21 = B(1) (3.762)

U V postoje opservable kao B(1)+C(2) ili B(1)C(2) koje istovremeno uk	uquju
oba indeksa

P21[B(1) + C(2)]P †
21 = B(2) + C(1) (3.763)

P21[B(1)C(2)]P †
21 = B(2)C(1) (3.764)

Ovaj rezultat se mo�e generalizovati na sve opservable u V koje se mogu izraz-
iti pomo�u opservabli tipa B(1) i C(2), i �ih �emo oznaqavati sa ϑ(1, 2):

P21ϑ(1, 2)P
†
21 = ϑ(2, 1) (3.765)

Opservabla ϑS(1, 2) je simetriqna ukoliko va�i

ϑS(1, 2) = ϑS(2, 1) (3.766)

Za �ih va�i da je

P21ϑS(1, 2)P
†
21 = ϑS(2, 1) = ϑS(1, 2) =⇒ [P21, ϑS(1, 2)] = 0 (3.767)

Simetriqne opservable komutiraju sa permutacijama.

2. U spinskom prostoru sta�a sistema saqi�enog od N identiqih qestica mo�emo
definisatiN ! permutacionih operatora (jedan od �ih je identiqni operator).
Za N > 2, osobine permutacionih operatora su slo�enije nego za N = 2. Da
bi stekli uvid u te promene, razmatra�emo sluqaj N = 3

SLUQAJ N = 3
Razmatramo sistem koji se sastoji od tri qestice. Bazis u ukupnom

prostoru sta�a je
{|1 : ui; 2 : uj : 3 : uk⟩} (3.768)

Mo�emo definisati 6 permutacionih operatora

P123, P132, P213, P231, P312, P321. (3.769)

Po definiciji, operator Pnpq(gde su n, p i q proizvo	ne permutacije brojeva
1, 2 i 3) je linearan operator qije je dejstvo na bazisne vektore jednako

Pnpq|1 : ui; 2 : uj; 3 : uk⟩ = |n : ui; p : uj; q : uk⟩ (3.770)

Delova�e ovog operatora mo�emo videti na primeru

P231|1 : ui; 2 : uj; 3 : uk⟩ = |2 : ui; p : 3j; 1 : uk⟩ = |1 : uk; 2 : ui; 3 : uj⟩ (3.771)
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Permutacioni operatori qine grupu !

1. P123 je identiqni operator.
2. Proizvod dva permutaciona operatora je permutacioni operator. Pokaza�e-
mo npr. da je P312P132 = P321

P312P132|1 : ui; 2 : uj; 3 : uk⟩ = P312|1 : ui; 2 : uk; 3 : uj⟩ = |3 : ui; 1 : uk; 2 : uj⟩
= |1 : uk; 2 : uj; 3 : ui⟩ = P213|1 : ui; 2 : uj; 3 : uk⟩(3.772)

3. Svaki permutacioni operator ima svoj inverz npr. P−1
123 = P123...

4. Delova�e permutacionih operatora je asocijativno.

Transpozicija je permutacija koja me�a dve qestice bez promene ostalih. Op-
eratori transpozicije su hermicki operatori, i jednaki su svom inverzu, tako
da su i unitarni operatori.37 Ono xto je bitno je qi�enica da se svaki per-
mutacioni operator mo�e razbiti na proizvod odre�enog broja operatora
transpozicije.

Ova dekompozicija nije jednoznaqna. Ipak, za datu permutaciju, mo�e se
pokazati da je broj transpozicija u koji se neki permutacioni operator mo�e
podeliti uvek odre�ene parnosti, ili paran ili neparan. U jednaqini (3.769)
su parne permutacije prva ,qetvrta i peta, ostale permutacije su neparne.
Ako imamo N qestica, tada od N ! permutacionih operatora, jedna polovina je
parna, dok je druga polovina neparna.

Permutacioni operatori su proizvod transpozicionih operatora koji su uni-
tarni, pa su i sami unitarni. Ipak, nisu hermicki, jer transpozicioni ope-
ratori ne komutiraju. Primetimo da je a�ungovani operator datog permuta-
cionog operatora iste parnosti kao i taj operator, i jednak je proizvodu istih
transpozicionih operatora, samo u obrnutom redosledu.

KOMPLETNO SIMETRIQNI I ANTISIMETRIQNI KETOVI;
SIMETRIZATOR I ANTISIMETRIZATOR

Neka je Pα proizvo	ni permutacioni operator dode	en sisitemu N identiq-
nih qestica u spinskom prostoru; α predstav	a proizvo	nu permutaciju prvih
N brojeva. Ket |ψS⟩ koji zadovo	ava

Pα|ψS⟩ = |ψS⟩ (3.773)

za bilo koju permutaciju α naziva se totalno simetriqni ket. Sliqno, totalno
antisimetriqni ket |ψ⟩ je onaj koji zadovo	ava

Pα|ψA⟩ = ϵα|ψA⟩ (3.774)

, gde je ϵα = ±1 u zavisnosti od toga da li govorimo o parnoj ili neparnoj
permutacija, redom.

37Primetimo da je permutacija P12 zapravo transpozicija
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Skup kompletno simetriqnih ketova gradi vektorski potprostor V (s) prostora
V , a skup svih kompletno antisimetriqnih ketova potprostor V (A).

Konstruisa�emo dva operatora

S =
1

N !

∑
α

Pα (3.775)

i

A =
1

N !

∑
α

ϵαPα (3.776)

gde je sumacija izvrxena po svih N ! permutacija, i ϵα = ±1, po definiciji.
Pokaza�emo da su S i A projektori na V (S) i V (A), i zovu se simetrizator i
antisimetrizator. Kako je

S† =
1

N !

∑
α

P †
α (3.777)

Kako je ad jungovani operator nekog permutacionog operatora neki drugi per-
mutacioni operator, suma svih ad jungovanih permutacija �e nam dati sumu
svih permutacionih operatora, ali u razliqitom redosledu.

S† =
1

N !

∑
α

P †
α =

1

N !

∑
β

Pβ = S (3.778)

Sliqno, pokazujemo i da je operator A hermitski

A† =
1

N !

∑
α

ϵαP
†
α =

1

N !

∑
β

ϵβPβ = A (3.779)

U prethodnoj jednaqini smo iskoristili ϵα = ϵβ, jer se i Pα i P β sastoje od
istog broja operator transpozicije, samo u obrnutom redosledu.

Ako je Pα0 proizvo	na permutacija, mo�emo pokazati

Pα0S =
1

N !

∑
α

Pα0Pα =
1

N !

∑
β

Pβ = S (3.780)

Pα0A =
1

N !

∑
α

Pα0ϵαPα =
1

N !

∑
α

Pα0 ϵ
2
α0︸︷︷︸
= 1

ϵαPα

=
1

N !
ϵα0

∑
β

ϵβPβ

= ϵα0A (3.781)

Na osnovu ovih relacija zak	uqujemo

S2 =
1

N !

∑
α

PαS =
1

N !

∑
α

S =
1

N !
S
∑
α

1 =
1

N !
SN ! = S (3.782)
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A2 =
1

N !

∑
α

ϵαPαA =
1

N !

∑
α

ϵ2α︸︷︷︸
= 1

A =
1

N !
A
∑
α

1 =
1

N !
AN ! = A (3.783)

da su S2 i A2 projektori. Ako iskoristimo da je
∑

α ϵα = 0, jer je pola ele-
menta od N ! jednako jedan, a druga polovina jednaka -1, dobi�emo da su S i A
projektori na ortogonalne potprostore

SA =
1

N !

∑
α

PαA =
1

N !
A
∑
α

ϵα = 0 (3.784)

Sliqno se pokazuje i AS = 0.

Operatori S i A su projektori na potprostore V (S) i V (A), redom, jer va�e
relacije

Pα S|ψ⟩︸︷︷︸
|ψS⟩

= S|ψ⟩︸︷︷︸
|ψS⟩

(3.785)

PαA|ψ⟩︸ ︷︷ ︸
|ψA⟩

= ϵαA|ψ⟩︸ ︷︷ ︸
|ψA⟩

(3.786)

Ono xto treba napomenuti je da za N > 3 simetrizator i antisimetrizator
ne qine dekompoziciju jedninice i ukupan prostor sta�a nije direktan zbir
simetriqnog i antisimetriqnog prostora sta�a

S + A ̸= 1, V ̸= V (S) ⊗ V (A) (3.787)

TRANSFORMACIJA OPSERVABLI POD PERMUTACIJAMA
Znamo da se bilo koji permutacioni operator mo�e razbiti na odre�e-

ni `broj operatora transpozicije. Kako su operatori transpozicije iste pro-
rode kao i operator P21, sve xto smo izveli za �ega va�i i za ostale trans-
pozicione operatore. Osobine ovih transpozicionih operatora mo�emo da
iskoristimo da bi utvrdili ponaxa�e razliqitih opservabli sistema kada
se pomno�e sa leve strane proizvo	nim permutacionim operatorom Pα i sa
desne strane operatorom P †(α).

Opservable ϑS(1, 2, ..., N) koje su potpuno simetriqne na zamenu indeksa 1,2,
...,N komutiraju sa svim transpozicionim operatorima, samim tim, i sa svim
permutacionim operatorima

[ϑS(1, 2, ..., N), Pα] = 0 (3.788)

3. a) Bazis u spinskom prostoru sta�a dve qestice spina 1/2 je

{|++⟩, |+−⟩, | −+⟩, | − −⟩} (3.789)

Sada �emo delovati simetrizatorom na bazisne vektore i na�i sva simetriqna
sta�a.

S|++⟩ = 1

2
(1 + P12)|++⟩ = 1

2
(|++⟩+ |++⟩) = |++⟩ (3.790)
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S| − −⟩ = 1

2
(1 + P12)| − −⟩ =

1

2
(| − −⟩+ | − −⟩) = | − −⟩ (3.791)

S|+−⟩ = 1

2
(1 + P12)|+−⟩ =

1

2
(|+−⟩+ | −+⟩) (3.792)

Simetriqno sta�e dobijeno u posled�oj jednaqini nije normirano, normira-
�em dobijamo 1√

2
(|+−⟩+ | −+⟩).

S| −+⟩ = 1

2
(| −+⟩+ |+−⟩) (3.793)

I ovo sta�e nije normirano, normira�e nam daje 1√
2
(| − +⟩ + | + −⟩). Sada

mo�emo na�i bazis u simetriqnom delu prostora sta�a dve qestice

β(V (S)) = {|++⟩, 1√
2
(|+−⟩+ | −+⟩), | − −⟩} (3.794)

Delova�em antisimetrizatora na bazisne vektore dobijamo

A|++⟩ = 1

2
(1− P12)|++⟩ = 1

2
(|++⟩ − |++⟩) = 0 (3.795)

A| − −⟩ = 1

2
(1− P12)| − −⟩ =

1

2
(| − −⟩ − | − −⟩) = 0 (3.796)

A|+−⟩ = 1

2
(1− P12)|+−⟩ =

1

2
(|+−⟩ − | −+⟩) (3.797)

Ovo sta�e nije normirano, normira�em dobijamo 1√
2
(|+−⟩ − | −+⟩).

A| −+⟩ = 1

2
(1− P12)| −+⟩ = 1

2
(| −+⟩ − |+−⟩) (3.798)

Normira�e nam daje 1√
2
(|+−⟩− |−+⟩). Bazis antisimetriqnog dela prostora

sta�a je odavde

β(V (A)) = { 1√
2
(|+−⟩ − | −+⟩)} (3.799)

Vidimo da va�i V = V (S) ⊕ V (A).

b) Kada imamo dve qestice spina 1, bazis u spinskom prostoru sta�a dve
qestice je

β(V ) = {|++⟩, |+ 0⟩, |+−⟩, | −+⟩, | − 0⟩, | − −⟩, |0+⟩, |0−⟩, |00⟩} (3.800)

, gde smo sa |0⟩, |+⟩ i |−⟩, redom, oznaqili bazisne vektore u jednoqestiqnom
prostoru sta�a |1, 0⟩, |1, 1⟩ i |1,−1⟩. Simetriqna sta�a su

S|++⟩ = |++⟩ (3.801)

S| − −⟩ = | − −⟩ (3.802)
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S|00⟩ = |00⟩ (3.803)

S|+−⟩ = S| −+⟩ = 1

2
(|+−⟩+ | −+⟩) (3.804)

Kada normiramo ovo simetriqno sta�e, dobijamo 1√
2
(|+−⟩+ | −+⟩).

S|+ 0⟩ = S|0+⟩ = 1

2
(|+ 0⟩+ |0+⟩) (3.805)

Normira�em dobijamo 1√
2
(|+ 0⟩+ |0+⟩).

S| − 0⟩ = S|0−⟩ = 1

2
(| − 0⟩+ |0−⟩) (3.806)

Normira�e nam daje 1√
2
(| − 0⟩ + |0−⟩). Bazis u simetriqnom prostoru sta�a

dve qestice je

β(V (S)) =
{
|++⟩, |−−⟩, |00⟩, 1√

2
(|+0⟩+|0+⟩), 1√

2
(|−0⟩+|0−⟩), 1√

2
(|+−⟩+|−+⟩)

}
(3.807)

Antisimetrizacijom bazisnih vektora dobijamo

A|++⟩ = A| − −⟩ = A|00⟩ = 0 (3.808)

A|+−⟩ = −A| −+⟩ = 1

2
(|+−⟩ − | −+⟩) (3.809)

Normira�em dobijamo 1√
2
(|+−⟩ − | −+⟩).

A|+ 0⟩ = −A|0+⟩ = 1

2
(|+ 0⟩ − |0+⟩) (3.810)

Normirani vektor je 1√
2
(|+ 0⟩ − |0+⟩).

A| − 0⟩ = −A|0−⟩ = 1

2
(| − 0⟩ − |0−⟩) (3.811)

Normira�e nam daje 1√
2
(|−0⟩−|0−⟩). Bazis u antisimetriqnom prostoru sta�a

je

β(V (A)) =
{ 1√

2
(|+ 0⟩ − |0+⟩), 1√

2
(| − 0⟩ − |0−⟩), 1√

2
(|+−⟩ − | −+⟩)

}
(3.812)

Vidimo da opet va�i V = V (S) ⊕ V (A).

TRI QESTICE
a) Ako imamo tri identiqne qestice spina 1/2, bazis u ukupnom spinskom
prostoru sta�a �e biti

β(V ) = {|+++⟩, |++−⟩, |+−+⟩, |+−−⟩, |−++⟩, |−+−⟩, |−−+⟩, |−−−⟩} (3.813)
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Simetrizator S je jednak

S =
1

6
(P123 + P132 + P213 + P231 + P312 + P321) (3.814)

S|+++⟩ = |+++⟩ (3.815)

S| − −−⟩ = | − −−⟩ (3.816)

S|++−⟩ = S|+−+⟩ = S| −++⟩ = 1

3
(|++−⟩+ |+−+⟩+ | −++⟩) (3.817)

Normira�em dobijamo 1√
3
(|++−⟩+ |+−+⟩+ | −++⟩).

S|+−−⟩ = S| − −+⟩ = S| −+−⟩ = 1

3
(|+−−⟩+ | − −+⟩+ | −+−⟩) (3.818)

Normira�e 1√
3
(| + −−⟩ + | − −+⟩ + | − +−⟩). Bazis u simetriqnom prostoru

sta�a je

β(V (S)) = {|+++⟩, | − −−⟩, 1√
3
(|++−⟩+ |+−+⟩+ | −++⟩),

1√
3
(|+−−⟩+ | − −+⟩+ | −+−⟩)} (3.819)

Antisimetrizator je jednak

A =
1

6
(P123 − P132 − P213 + P231 + P312 − P321) (3.820)

Delova�em A na bazisne vektore dobijamo

A|+++⟩ = A|++−⟩ = A|+−+⟩ = A| −++⟩ = A|+−−⟩ = A| − −+⟩
= A| −+−⟩ = A| − −−⟩ = 0 (3.821)

Antisimetriqa sta�a ne postoje zato xto je broj qestica ve�i od dime-
nzije prostora sta�a.

Vidimo da je u ovom sluqaju V ̸= V (S) ⊕ V (A).

b) Ako imamo tri identiqne qestice spina 1, identiqnom procedurom kao i u
prethodnim sluqajevima dobijamo sve simetriqne i antisimetriqne vektore.

Generalno, dejstvo simetrizatora na proizvo	an ket
|u⟩ = |1 : φ1, 2 : φ2, ..., n : φn⟩ se mo�e napisati u obliku Slejterove determi-
nante

A|u⟩ = 1

N !


|1 : φ1⟩ |1 : φ2⟩ . . . |1 : φn⟩
|2 : φ1⟩ |2 : φ2⟩ . . . |2 : φn⟩

...
...

. . .
...

|n : φ1⟩ . . . . . . |n : φn⟩


Ako se dve qestice nalaze u istim sta�ima |φ1⟩ i |φ2⟩ determinanta �e imati
dve jednake vrste i bi�e jednaka nuli. To je u skladu sa Paulijevim principom
iskluqe�a koji ka�e da se dva fermiona ne mogu na�i u istom sta�u.
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4. Kada imamo dve qestice, �ihov i opbitalni i spinski prostor sta�a se mo�e
podeliti na direktan zbir simetriqnog i antisimetriqog prostora sta�a

Vorb = V
(S)
orb ⊕ V

(A)
orb (3.822)

Vspin = V
(S)
spin ⊕ V

(A)
spin (3.823)

Ukupan prostor sta�a je direktan proizvod spinskog i orbitalnog prostora
sta�a

V

= Vorb ⊗ Vspin = (V
(S)
orb ⊕ V

(A)
orb )⊗ (V

(S)
spin ⊕ V

(A)
spin)

= (V
(S)
orb ⊗ V

(S)
spin)⊕ (V

(S)
orb ⊗ V

(A)
spin)⊕ (V

(A)
orb ⊗ V

(S)
spin)⊕ (V

(A)
orb ⊗ V

(A)
spin)(3.824)

Vidimo da u prostoru sta�a V postoje samo simetriqne i antisimetriqne
talasne funkcije. Simetriqne ako su i orbitalna i spinska talasna funkcija
simetriqne ili antisimetriqne, a antisimetriqne ako je jedna talasna fu-
nkcija simetriqna a druga antisimetriqna. 38

a) Orbitalna sta�a su jednaka

BOZONI

Tada orbitalna funkcija sta�a dve bozona mora biti simetriqna 39

Φ(r1, r2) = ψf (r1)ψf (r2) (3.825)

Spinska talasna funkcija mora biti simetriqa da bi ukupna talasna f-ja
bila simetriqna 40

X+
sz ,s′z

=
1√
2
(χ(1)

sz χ
(2)
s′z

+ χ
(1)
s′z
χ(2)
sz ) (3.826)

Talasna funkcija bozona u ovom sluqaju je

Ψboz = Φ(r1, r2)X
+
sz ,s′z

(3.827)

FERMIONI

Ukupna talasna funkcija je antisimetriqna, kako je orbitalna simetriqna,
mora spinska funkcija biti antisimetriqna

X−
sz ,s′z

=
1√
2
(χ(1)

sz χ
(2)
s′z
− χ(1)

s′z
χ(2)
sz ) (3.828)

38Ono xto je bitno napomenuti je da ovo ne va�i za tri ili vixe qestice, jer �ihov orbitalni
ili spinski prostor sta�a nije direktan zbir simetriqnog i antisimetriqnog prostora sta�a. U
tom sluqaju, simetrizator i antisimetrizator deluju na ukupnu funkciju sta�a a ne odvojeno na
orbitalnu i spinsku.

39antisimetriqna funkcija sta�a ne postoji, jer su qestice u istom orbitalnom sta�u.
40U ovom zadatku pretpostav	amo da su spinska sta�a razliqita
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Talasna funkcija fermiona je

Ψfer = Φ(r1, r2)X
−
sz ,s′z

(3.829)

b) Orbitalna sta�a su razliqita

U ovom sluqaju oritalna talasna funkcija mo�e biti i simetriqna i antisi-
metriqna

Φ±(r1, r2) =
1√
2
(ψf1(r1)ψf2(r2)± ψf2(r1)ψf1(r2)) (3.830)

kao i spinska funkcija

X±
sz ,s′z

=
1√
2
(χ(1)

sz χ
(2)
s′z
± χ(1)

s′z
χ(2)
sz ) (3.831)

tako da talasne funkcije fermiona i bozona mogu biti

Ψboz,1 = Φ+(r1, r2)X
+
sz ,s′z

, Ψboz,2 = Φ−(r1, r2)X
−
sz ,s′z

(3.832)

Ψfer,1 = Φ+(r1, r2)X
−
sz ,s′z

, Ψfer,2 = Φ−(r1, r2)X
+
sz ,s′z

(3.833)

5. Hamiltonijan sistema identiqnih qestica(bozona ili fermiona) je uvek si-
metriqan u odnosu na permutacije tih qestica. Razmatramo sistem u kome su
qestice nezavisne, tj. nema me�usobne interakcije. Odgovaraju�i hamiltoni-
jan je onda suma jednoqestiqnih hamiltonijana u formi

H(1, 2, ..., N) = h(1) + h(2) + ...h(N) (3.834)

h(1) je funkcija samo opservabli koje su dode	ene qestici sa rednim brojem 1:
qi�enica da su sve qestice identiqne zahteva da funkcija h bude isti za svih
N termova. Da bi odredili svojstvene vrednosti i svojstvena sta�a ukupnog
hamiltonijana, moramo da znamo svojstvene vrednosti i sta�a jednoxestiqnog
hamiltonijana

h(j)|φn⟩ = en|φn⟩; |φn⟩ ∈ V (j) (3.835)

Pretpostavi�emo da je spektar h(j) diskretan i nedegenerisan.

Ako razmatramo sistem identiqnih bozona, fiziqki svojstveni vektori hami-
ltonijana mogu da se dobiju, simetrizacijom tenzorskog proizvoda N proizvo-
	nih jednoqestiqnih sta�a

|Φ(s)
n1, ... ,nN

⟩ = c
∑
α

Pα|1 : φn1 ; ...;N : φnN
⟩ (3.836)

a odgovaraju�a energija je suma N jednoqestiqnih energija

En1, ... ,nN
= en1 + ...+ enN

(3.837)

Ako je e1 energija osnovnog sta�a hamiltonijana h(1), i |φ1⟩ �emu odgovaraju�e
svojstveno sta�e; osnovno sta�e sistema se dobija kada se svi bozoni nalaze u
sta�u |φ1⟩.



3.11. IDENTIQNE QESTICE 133

Energija osnovnog sta�a je onda

E1, ... ,1 = Ne1 (3.838)

a odgovaraju�i vektor sta�a

|φ(S)⟩ = |1 : φ1; 2 : φ1; ...;N : φ1⟩ (3.839)

Ako razmatramo sistem N identiqnih fermiona nije mogu�e da dve qestice
budu u istom sta�u zbog Paulijevog principa isk	uqe�a. Osnovno sta�e sis-
tema identiqnih fermiona dobijamo za energije pojedinaqnih qestica1 koje su
napisane u rastu�em redosledu

e1 < e2 < ... < eN (3.840)

tako da osnovno sta�e ima energiju

E1,2, ... ,N = e1 + e2 + ...eN (3.841)

i opisuje se normalizovanim fiziqkim ketom

|Φ(A)
1,2, ... ,N⟩ =

1√
N !


|1 : φ1⟩ |1 : φ2⟩ . . . |1 : φN⟩
|2 : φ1⟩ |2 : φ2⟩ . . . |2 : φN⟩

...
...

. . .
...

|N : φ1⟩ . . . . . . |N : φN⟩

 (3.842)

Najve�a jednoqestiqna energija eN se naziva Fermijeva energija sistema.

6. Razmatra�emo samo verovatno�u da se dve qesti�e na�u u potprostoru z < 0,
verovatno�u da se jednavqestica na�e u potprostoru z > 0 preporuqujem za
ve�bu.

BOZONI

Kako bozoni imaju spin 0, nalaze se u istom spinskom sta�u |0, 0⟩, i �ihova
dvoqestiqna spinska funkcija sta�a mora biti simetriqna. Na osnovu toga
zak	uqujemo i da orbitalna funkcija sta�a mora biti simetriqna

|Φ(orb)
boz ⟩ =

1√
2
(|ψχ⟩+ |χψ⟩) (3.843)

Verovatno�a da se obe qestice na�u u potprostoru z > 0 je

ϑ(z1 > 0, z2 > 0, Pz1>0 ⊗ Pz2>0, |Φ(orb)
boz ⟩) = ⟨Φ

(orb)
boz |Pz1>0 ⊗ Pz2>0|Φ(orb)

boz ⟩ (3.844)

, a Pz1>0 i Pz2>0 su, redom, projektori na potprostore z1 > 0 i z2 prve i druge
qestice

Pz1>0 =

∫
dr1|r1⟩⟨r1|, Pz2>0 =

∫
dr2|r2⟩⟨r2| (3.845)
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Sada verovatno�u mo�emo napisati u obliku 41

ϑ(z1,2 > 0, Pz1>0 ⊗ Pz2>0, |Φ(orb)
boz ⟩)

=
1

2

∫ ∫
z1,z2>0

dr1dr2(⟨ψχ|+ ⟨χψ|) |r1r2⟩⟨r1r2| (|ψχ⟩+ |χψ⟩)

=
1

2

∫ ∫
z1,2>0

dr1dr2

(
⟨ψ|r1⟩⟨χ|r2⟩+ ⟨χ|r1⟩⟨ψ|r2⟩

)(
⟨r1|ψ⟩⟨r2|χ⟩+ ⟨r1|χ⟩⟨r2|ψ⟩

)
=

1

2

∫ ∫
z1,2>0

dr1dr2

[
|⟨ψ|r1⟩|2|⟨χ|r2⟩|2 + |⟨ψ|r2⟩|2|⟨χ|r1⟩|2

+⟨ψ|r1⟩⟨r1|χ⟩⟨χ|r2⟩⟨r2|ψ⟩+ ⟨χ|r1⟩⟨r1|ψ⟩⟨ψ|r2⟩⟨r2|χ⟩

]

=
1

2

{∫
z1>0

|⟨ψ|r1⟩|2dr1
∫
z2>0

|⟨χ|r2⟩|2dr2 +
∫
z1>0

|⟨χ|r1⟩|2dr1
∫
z2>0

|⟨ψ|r2⟩|2dr2

+

∫
z1>0

dr1⟨ψ|r1⟩⟨r1|χ⟩
∫
z2>0

dr2⟨χ|r2⟩⟨r2|ψ⟩

+

∫
z1>0

dr1⟨χ|r1⟩⟨r1|ψ⟩
∫
z2>0

dr2⟨ψ|r2⟩⟨r2|χ⟩

}
(3.846)

Ako u drugom sabirku napravimo smenu r1 ↔ r2, vidimo da postaje jednak
drugom sabirku. Tako�e, ako u qetvrtom sabirku napravimo istu smenu, vidimo
da postaje jednak tre�em, pa je konaqno rexe�e

ϑ(z1,2 > 0, Pz1>0 ⊗ Pz2>0, |Φ(orb)
boz ⟩)

=

∫
z1>0

|⟨ψ|r1⟩|2dr1
∫
z2>0

|⟨χ|r2⟩|2dr2 +
∫
z1>0

dr1⟨ψ|r1⟩⟨r1|χ⟩
∫
z2>0

dr2⟨χ|r2⟩⟨r2|ψ⟩

(3.847)

U sluqaju razliqivih qestica, orbitalna talasna funkcija bi bila Φ(r1, r2) =
ψ(r1)χ(r2), i prilikom izaraqunava�a verovatno�e, dobili bismo samo prvi
qlan u prethodnoj jednaqini.

U sluqaju fermiona; 42kako se nalaze u jednakim spinskim sta�ina, spinska
funkcija mora biti simetriqna, pa je orbitalna talasna funkcija antisime-
triqna. Rezultat koji se dobijemo se razlikuje od sluqaja bozona samo u tome
xto �e drugi qlan u formuli za verovatno�u kod bozona, imati znak minus
kod fermiona.

41Tenzorski proizvod Pz1>0 ⊗ Pz2>0 �emo pisati u obliku
∫ ∫

dr1dr2|r1r2⟩⟨r1r2|
42Pretpostav	amo, kao i kod bozona, da se fermioni nalaze u istim spinskim sta�ima
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3.12 Pribli�ne metode

1. Svojstveni problem Hamiltonijana H0 je

H0|φ1⟩ = E1|φ1⟩,
H0|φ2⟩ = E2|φ2⟩. (3.848)

Kada na sistem poqne da deluje perturbacija, novi Hamiltonijan je H = H0 +
W . Taj Hamiltonijan �emo napisati u bazisu {|φ1⟩, |φ2⟩},(

E1 +W11 W12

W21 E2 +W22

)
. (3.849)

Kako je W hermitski operator, mora da va�i W ∗
21 = W12 i da su dijagonalni

matriqni elementi realni. Svojstveni bazis i svojstvene energije Hamitoni-
jana H su,

E+ =
1

2
(E1 +W11 + E2 +W22) +

√
(E1 +W11 − E2 −W22)2 + 4|W12|2,

E− =
1

2
(E1 +W11 + E2 +W22)−

√
(E1 +W11 − E2 −W22)2 + 4|W12|2,

|ψ+⟩ = cos
θ

2
|φ1⟩+ sin

θ

2
eiφ|φ2⟩,

|ψ−⟩ = − sin
θ

2
|φ1⟩+ cos

θ

2
eiφ|φ2⟩, (3.850)

gde je

tgθ =
2|W12|

E1 +W11 − E2 −W22

,

W21 = |W21|eiφ. (3.851)

Kako nam dijagonalni matriqni elementi W11 i W22 ne daju efekte mexa�a
izme�u svojstvenih sta�a H0, a kako mi �elimo da perturbacijom izazovemo
prelaz iz jednog u drugo svojstveno sta�e Hamiltonijana H0, te matriqne el-
emente �emo zanemariti. Sistem se u poqetnom trenutku nalazio u sta�u |φ1⟩
koje �emo napisati kao linearnu kombinaciju sta�a |ψ+⟩ i |ψ−⟩,

|ψ(0)⟩ = |φ1⟩ = cos
θ

2
|ψ+⟩ − sin

θ

2
|ψ−⟩. (3.852)

Evolucija talasne funkicije u vremenu izgleda kao

|ψ(t)⟩ = cos
θ

2
e−i

E+t

~ |ψ+⟩ − sin
θ

2
e−i

E−t

~ |ψ−⟩. (3.853)
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Sada mo�emo da izraqunamo verovatno�u prelaza iz sta�a |φ1⟩ u |φ2⟩ u proizvo	nom
trenutku t,

P12(t) = |⟨φ2|ψ(t)⟩|2 = | cos
θ

2
e−i

E+t

~ ⟨φ2|ψ+⟩ − sin
θ

2
e−i

E−t

~ ⟨φ2|ψ−⟩|2

= | sin θ
2
cos

θ

2
eiφe−i

E+t

~ − sin
θ

2
cos

θ

2
eiφe−i

E−t

~ |2

=
1

2
sin2 θ(1− cos

E+ − E−

~
t)

= sin2 θ sin2 E+ − E−

2~
t. (3.854)

Ukoliko zamenimo vrednosti θ, E+ i E−, dobijamo

P12(t) =
4|W12|2

4|W12|2 + (E1 − E2)2
sin2 (

√
4|W12|2 + (E1 − E2)2

t

2~
). (3.855)

Vidimo da verovatno�e prelaza osciluje sa vremenom (Rabijeve oscilacije).
Formula koju smo izveli se u literaturi naziva Rabijeva formula.Maksimalna
vrednost verovatno�e prelaza je jednaka

Pmax
12 =

4|W12|2

4|W12|2 + (E1 − E2)2
, (3.856)

i dobija se kada sinus iz jednaqine 3.855 dosti�e vrednost 1.

2. U prvom redu teorije perturbacije popravka energije prvog pobu�enog sta�a je

E
(1)
1 = ⟨1|Ĥ ′|1⟩ = ⟨1|αx̂3|1⟩ = α(

~
2mω

)
3
2 ⟨1|(a+ a†)3|1⟩

= α(
~

2mω
)
3
2 ⟨1|a†a†a† + aaa+ a†a†a+ a†aa† + a†a†a+ aaa† + a†aa+ aa†a|1⟩

= 0, (3.857)

jer su svi matriqni elementi jednaki 0.

U drugom redu teorije perturbacije, popravka energije prvog pobu�enog sta�a
je

E
(2)
1 =

∑
m̸=1

|⟨m|Ĥ ′|1⟩|2

E
(0)
1 − E

(0)
m

=
∑
m̸=1

|⟨m|α( ~
2mω

)
3
2 (a+ a†)3|1⟩|2

3
2
~ω − ~ω(m+ 1

2
)

. (3.858)

Nenulti matriqni elementi su

⟨4|a†a†a†|1⟩ = 2
√
6,

⟨2|a†a†a+ a†aa† + aa†a†|1⟩ = 6
√
2,

⟨0|aaa† + aa†a|1⟩ = 3, (3.859)
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tako da je popravka energije

E
(2)
1 = α2(

~
2mω

)3·

·
[ |⟨4|a†a†a†|1⟩|2

3
2
~ω − 9

2
~ω

+
|⟨2|a†a†a+ a†aa† + aa†a†|1⟩|2

3
2
~ω − 5

2
~ω

+
|⟨0|aaa† + aa†a|1⟩|2

3
2
~ω − 1

2
~ω

]
= α2(

~
2mω

)3
[ 24

−3~ω
+

72

−~ω
+

9

~ω
]

= −71α2 ~2

8m3ω4
. (3.860)

3. Svojstvene funkcije i svojstvene energije neperturbovanog Hamiltonijana su

ψn(x) =

√
2

a
sin

nπ

a
x, En =

~2(nπ
a
)2

2m
. (3.861)

Popravka energije n- tog nivoa u prvom redu teorije perturbacije je

E(1)
n = ⟨n|V ′|n⟩ =

∫ a

0

dxψ∗
n(x)V

′(x)ψn(x)

=
2

a

∫ a
2

0

sin2 nπ

a
x 2V0

x

a
dx+

2

a

∫ a

a
2

sin2 nπ

a
x 2V0

a− x
a

dx

=
4V0
a2

[ ∫ a
2

0

sin2 nπ

a
x xdx︸ ︷︷ ︸

= I1

+

∫ a

a
2

sin2 nπ

a
x (a− x)dx︸ ︷︷ ︸

= I2

]
. (3.862)

Integral I1 je jednak

I1 =

∫ a
2

0

sin2 nπ

a
x xdx =

∫ a
2

0

1− cos 2nπ
a
x

2
xdx =

1

2

[ ∫ a
2

0

xdx−
∫ a

2

0

cos
2nπ

a
x xdx

]
=

1

2

[ x2

2

∣∣∣a2
0
− (

a

2nπ
x sin

2nπ

a
x
∣∣∣a2
0︸ ︷︷ ︸

= 0

− a

2nπ

∫ a
2

0

sin
2nπ

a
x dx)

]

=
1

2

[ a2

8
− a2

4n2π2
cos

2nπ

a

∣∣∣a2
0

]
=

1

2

[ a2

8
− a2

4n2π2

(
(−1)n − 1

)]
. (3.863)

Da bismo izraqunali drugi integral I2, po�e	no je da napravimo smenu t =
a− x, pomo�u koje I2 dobija formu

I2 = −
∫ 0

−a
2

sin2
(nπ
a
(a− t)

)
tdt =

∫ a
2

0

sin2
(nπ
a
(a− t)

)
tdt. (3.864)

Kako je

sin
(nπ
a
(a− t)

)
= (−1)n sin

(nπ
a
t
)
⇒ sin2

(nπ
a
(a− t)

)
= sin2

(nπ
a
t
)
, (3.865)
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Integral I2,

I2 =

∫ a
2

0

sin2
(nπ
a
t
)
tdt = I1, (3.866)

je jednak integralu I1, tako da je popravka energije

E(1)
n =

4V0
a2

[ a2

8
− a2

4n2π2

(
(−1)n − 1

)]
. (3.867)

Za parne vrednosti n = 2k popravka energije je

E
(1)
2k =

V0
2
, (3.868)

dok je za neparne n = 2k + 1 popravka

E
(1)
2k+1 = V0

(1
2
+

2

(2k + 1)2π2

)
. (3.869)

4. Ako matricu hamiltonijana napixemo u vidu zbira dve matrice
0 100 1 2
100 1 2 3
1 2 3 200
2 3 200 4

 =


0 100 0 0
100 0 0 0
0 0 0 200
0 0 200 0

+


0 0 1 2
0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 4

 ,

(3.870)
vidimo da prva matrica ima elemente koji su mnogo ve�i od elemenata druge
matrice, tako da mo�emo smatrati da je prva matrica neperturbovani hamil-
tonijan Ĥ0, dok druga matrica predstav	a perturbaciju Ĥ ′. Rexava�em svo-
jstvenog problema neperturbovanog hamiltonijana Ĥ0

det |Ĥ0 − λI4×4| = 0, (3.871)

nalazimo svojstvene vektore i svojstvene vrednosti

λ1 = 100⇒ ψ100 =
1√
2


1
1
0
0

 ,

λ1 = −100⇒ ψ−100 =
1√
2


1
−1
0
0

 ,

λ1 = 200⇒ ψ200 =
1√
2


0
0
1
1

 ,

λ1 = −200⇒ ψ−200 =
1√
2


0
0
1
−1

 , (3.872)
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tako da je popravke energije u prvom redu teorije perturbacije, ako se sistem
nalazio u svojstvenim sta�ima ψ100, ψ−100, ψ200 i ψ−200, redom

E
(1)
100 = ⟨100|H ′|100⟩ = (ψ∗

100)
T Ĥ ′ ψ100 =

1

2
,

E
(1)
−100 = ⟨−100|H ′| − 100⟩ = (ψ∗

−100)
T Ĥ ′ ψ−100 =

1

2
,

E
(1)
200 = ⟨200|H ′|200⟩ = (ψ∗

200)
T Ĥ ′ ψ200 =

7

2
,

E
(1)
−200 = ⟨−200|H ′| − 200⟩ = (ψ∗

−200)
T Ĥ ′ ψ−200 =

7

2
. (3.873)

5. U klasiqnoj mehanici 2D LHO ima dva stepena slobode i �egov hamiltonijan
je

H =
p 2
x

2m
+

1

2
mω2

1x
2 +

p 2
y

2m
+

1

2
mω2

2y
2. (3.874)

Ako govorimo o izotropnom 2D LHO, onda je ω1 = ω2. U ovom zadatku raz-
matramo izotropni 2D LHO, ali treba napomenuti da je postupak nala�e�a
svojstvenih energija i svojstvenog bazisa neizotropnog 2D LHO identiqan.

Mi �elimo da ovaj hamiltonijan kvantujemo. Ukupan prostor sta�a �e biti

Vx,y = Vx ⊗ Vy, (3.875)

gde je Vx prostor sta�a prvog stepena slobode a Vy drugog. Kvantni 2D LHO u
ovom prostoru sta�a je jednak

Ĥ = Ĥx ⊗ Iy + Ix ⊗ Ĥy. (3.876)

Ako su |n⟩x svojstveni vektori operatora Ĥx u prostoru sta�a Vx,

Ĥx|n⟩x = ~ω(n+
1

2
)|n⟩x, (3.877)

i |m⟩y svojstveni vektori operatora Ĥy u prostoru sta�a Vy,

Ĥy|m⟩x = ~ω(m+
1

2
)|m⟩y, (3.878)

onda je |n⟩x ⊗ |m⟩y svojstveni vektor izotropnog 2D LHO

Ĥ|n⟩x ⊗ |m⟩y = (Ĥx ⊗ Iy + Ix ⊗ Ĥy)|n⟩x ⊗ |m⟩y
= (Ĥx|n⟩x ⊗ Iy|m⟩y + Ix|n⟩x ⊗ Ĥy|m⟩y)

= ~ω(n+
1

2
)|n⟩x ⊗ |m⟩y + |n⟩x ⊗ ~ω(m+

1

2
)|m⟩y

= ~ω(n+m+ 1)|n⟩x ⊗ |m⟩y, (3.879)

za svojstvenu vrednost
En,m = ~ω(n+m+ 1). (3.880)
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Energija osnovnog sta�a je E0 = ~ω i �oj odgovara samo jedan svojstveni vektor
|0⟩x ⊗ |0⟩y, dakle osnovno sta�e je nedegenerisano. Energiji prvog pobu�enog
nivoa E1 = 2~ω odgovaraju dva svojstvena vektora |0⟩x ⊗ |1⟩y i |1⟩x ⊗ |0⟩y,
tako da je energija prvog pobu�enog nivoa dvostruko degenerisana. Energija
drugog pobu�enog nivoa je E2 = 3~ω i �oj odgovaraju tri svojstvena vektora
|0⟩x ⊗ |2⟩y, |1⟩x ⊗ |1⟩y i |2⟩x ⊗ |0⟩y tako da je energija drugog pobu�enog nivoa
trostruko degenerisana. Zbog qi�enice da je E2 nivo degenerisan, radi�emo
perturbaciju degenerisanog nivoa da bismo naxli razdava�e ovog nivoa pod
dejstvom perturbacije Ĥ ′ = αx̂ŷ. U tu svrhu rexava�emo sekularnu jednaqinu
u bazisu drugog pobu�enog sta�a β(E2) = {|0⟩x ⊗ |2⟩y, |1⟩x ⊗ |1⟩y, |2⟩x ⊗ |0⟩y}43,

det |

 ⟨2, 0|Ĥ ′|2, 0⟩ ⟨1, 1|Ĥ ′|2, 0⟩ ⟨0, 2|Ĥ ′|2, 0⟩
⟨2, 0|Ĥ ′|1, 1⟩ ⟨1, 1|Ĥ ′|1, 1⟩ ⟨0, 2|Ĥ ′|1, 1⟩
⟨2, 0|Ĥ ′|0, 2⟩ ⟨1, 1|Ĥ ′|0, 2⟩ ⟨0, 2|Ĥ ′|0, 2⟩

− E(1)
2 I3×3| = 0. (3.881)

Moramo izraqunati svih 9 matriqnih elementa da bismo naxli popravku en-
ergije. Kako je

⟨n1,m1|Ĥ ′|n2,m2⟩ = α⟨n1,m1|x̂⊗ ŷ|n2,m2⟩ =
α~
2mω

⟨n1|ax+ a†x|n2⟩⟨m1|ay + a†y|m2⟩,
(3.882)

i

⟨n1|ax + a†x|n2⟩⟨m1|ay + a†y|m2⟩ =
= (
√
n2δn1,n2−1 +

√
n2 + 1δn1,n2+1)(

√
n2δn1,n2−1 +

√
n2 + 1δn1,n2+1),(3.883)

imamo obrazac pomo�u kojeg mo�emo da izraqunamo sve mathriqne elemente
koji ulaze u sekularnu jednaqinu. Me�u �ima su nenulti slede�i elementi:

⟨1, 1|Ĥ ′|2, 0⟩ =
α~
2mω

√
2,

⟨1, 1|Ĥ ′|0, 2⟩ =
α~
2mω

√
2,

⟨2, 0|Ĥ ′|1, 1⟩ =
α~
2mω

√
2,

⟨0, 2|Ĥ ′|1, 1⟩ =
α~
2mω

√
2. (3.884)

Ako definixemo veliqinu A = α~
2mω

√
2, sekularna jednaqina (3.881) postaje

det

∣∣∣∣∣∣∣
−E(1)

2 A 0

A −E(1)
2 A

0 A −E(1)
2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.885)

43Svojstvene vektore izotropnog 2D LHO �emo pisati ponekad i u obliku |n⟩x ⊗ |m⟩y = |n,m⟩
radi preglednosti
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Na osnovu ove jednaqine nalazimo popravke energije,

(−E(1)
2 )1 = −A

√
2 = − α~

mω
,

(−E(1)
2 )2 = −A

√
2 = 0,

(−E(1)
2 )3 = A

√
2 =

α~
mω

. (3.886)

Dakle, uvo�e�em perturbacije, drugi pobu�eni energetski nivo se 'pocepao' na
tri nivoa, tako da je ova perturbacija otklonila degeneraciju.

6. Energija osnovnog sta�a E0 = ~ω je nedegenerisana i odgovara joj sta�e |0, 0⟩.
Energiji prvog pobu�enog sta�a E1 = 2E0 odgovaraju dva sta�a |1, 0⟩ i |0, 1⟩
(degeneracija je 2), dok energiji drugog pobu�enog sta�a E2 = 3E0 odgovaraju
sta�a |2, 0⟩, |1, 1⟩ i |0, 2⟩ (trostruka degeneracija). U bazisu

{|0, 0⟩, |1, 0⟩, |0, 1⟩, |2, 0⟩, |1, 1⟩, |0, 2⟩}, (3.887)

nenulti matriqni elementi su

⟨0, 0|H ′|0, 0⟩ = β,

⟨1, 0|H ′|1, 0⟩ = ⟨0, 1|H ′|0, 1⟩ = 3β,

⟨2, 0|H ′|2, 0⟩ = ⟨0, 2|H ′|0, 2⟩ = 5β,

⟨1, 1|H ′|1, 1⟩ = 9α,

⟨0, 0|H ′|2, 0⟩ = ⟨2, 0|H ′|0, 0⟩ = ⟨0, 0|H ′|0, 2⟩ = ⟨0, 2|H ′|0, 0⟩ = β
√
2,

⟨2, 0|H ′|0, 2⟩ = ⟨0, 2|H ′|2, 0⟩ = 2β, (3.888)

gde je β = α~
2mω

. Vidimo da sta�a |1, 0⟩, |0, 1⟩ i |1, 1⟩ ne interaguju sa ostalim
sta�ima, dok interakcija postoji izme�u sta�a |0, 0⟩, |0, 2⟩ i |2, 0⟩. U prvom
redu teorije perturbacije degenerisanog nivoa se razmatra samo interakcija
izme�u nivoa koja opisuju istu energju, t.j. potrebno je nezavisno razmatrati
tri Hamiltonijana. Prvi Hamitonijan je 1D, tj. H1 = E0 + β. On opisuje
popravku energije osnovnog sta�a koje je nedegenerisano (zato je Hamiltonijan
1D). Popravka energije osnovnog sta�a je jednaka β, zbog nenultog matriqnog
elementa ⟨0, 0|H ′|0, 0⟩ = β. U drugom sluqaju razmatramo 2D Hamiltonijan
H = H0 +H ′ u bazisu {|1, 0⟩, |0, 1⟩} (nazva�emo ga H2),

H2 =

(
2E0 + 3β 0

0 2E0 + 3β

)
. (3.889)

Vidimo da sta�a me�usobno ne interaguju. Jedina popravka dolazi od dijag-
onalnih matriqnih elemenata ⟨1, 0|H ′|1, 0⟩ i ⟨0, 1|H ′|0, 1⟩ = 3β. U posled�em
sluqaju razmatramo 3D Hamiltonijan H = H0+H ′ u bazisu {|2, 0⟩, |1, 1⟩, |0, 2⟩}
koji �emo nazvati H3,

H3 =

 3E0 + 5β 0 2β
0 3E0 + 9β 0
2β 0 3E0 + 5β

 . (3.890)
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Dijagonalizacijom ovog Hamiltonijana dobijamo energije 3E0+3β, 3E0+9β i
3E0 + 7β. Nove energije posle prvog reda teorije perturbacije degenerisanog
nivoa su

E0 + β, 2E0 + 3β (dva puta), 3E0 + 3β, 3E0 + 9β i 3E0 + 7β. (3.891)

Sada �emo razmatrati Hamiltonijan H = H2DHO+H
′ u xestodimenzionalnom

bazisu (3.887),

H =


E0 + β 0 0 β

√
2 0 β

√
2

0 2E0 + 3β 0 0 0 0
0 0 2E0 + 3β 0 0 0

β
√
2 0 0 3E0 + 5β 0 2β

0 0 0 0 3E0 + 9β 0

β
√
2 0 0 2β 0 3E0 + 5β

 .

(3.892)

Dijagonalizacijom ovog Hamitonijana dobijamo svojstvene energije 2E0 + 3β

(dva puta), 3E0+3β, 3E0+9β i 2E0+4β±E0

√
1 + 6β

E0
+ 13β2

E2
0
. Ukoliko tretiramo

H ′ kao perturbaciju, mora da va�i β << E0, tako da
√

1 + 6β
E0

+ 13β2

E2
0
mo�emo

da razvijemo u red do drugog qlana√
1 +

6β

E0

+
13β2

E2
0

≈ 1 +
3β

E0

− 13β2

8E2
0

+ .... (3.893)

Sada je

2E0 + 4β + E0

√
1 +

6β

E0

+
13β2

E2
0

≈ 3E0 + 7β − 13β2

8E0

,

2E0 + 4β − E0

√
1 +

6β

E0

+
13β2

E2
0

≈ E0 + β +
13β2

8E0

. (3.894)

Na osnovu posled�e jednaqine vidimo da se popravke energije u odnosu na
(3.891) razlikuju samo u qlanu koji je kvadratan po β, xto je ekvivalentno
drugom redu teorije perturbacije degenerisanog nivoa.

7.

E(b) =
⟨ψb|Ĥ|ψb⟩
⟨ψb|ψb⟩

. (3.895)

Prvo �emo normirati talasnu funkciju

1 = ⟨ψb|ψb⟩ =
∫ ∞

−∞
dx|ψb(x)|2 = A2

∫ ∞

−∞
e−2bx2dx = A2

√
π

2b
⇒ A =

4

√
2b

π
(3.896)
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Sada nas zanima sred�a vrednost hamiltonijana u sta�u |ψb⟩,

⟨ψb|Ĥ|ψb⟩ =

∫ ∞

−∞
dxψ∗

b (x)Ĥ(x)ψb(x) = |A|2
∫ ∞

−∞
dxe−bx

2

[− ~2

2m

d2

dx2
+
mω2x2

2
]ebx

2

= |A|2
∫ ∞

−∞
dxe−bx

2

[
~2

2m
(2b− 4b2x2) +

mω2x2

2
]ebx

2

= |A|2~
2b

m

∫ ∞

−∞
dxe−2bx2︸ ︷︷ ︸

=
√

π
2b

+|A|2(−2~2b2

m
+
mω2

2
)

∫ ∞

−∞
dxx2e−2bx2︸ ︷︷ ︸
I2

.(3.897)

Treba izraqunati integral I2,

I2 =

∫ ∞

−∞
dx x2e−2bx2 = 2

∫ ∞

0

dx x2e−2bx2︸ ︷︷ ︸
Smena t = 2bx2

=
1

(2b)
3
2

∫ ∞

0

dte−tt
1
2 =

1

(2b)
3
2

Γ(
3

2
)

=

√
π

2(2b)
3
2

. (3.898)

Sada znamo kako izgleda funkcional energije,

Eb(x) =
|A|2

[
~2b
m

√
π
2b
+

√
π

2(2b)
3
2
(−2~2b2

m
+ mω2

2
)
]

|A|2
√
π

2(2b)
3
2

=
~2b
2m

+
mω2

8b
, (3.899)

minimalizova�emo ga po parametru b,

0 =
∂Eb(x)

∂b
=

~2

2m
− mω2

8b2
, (3.900)

odakle dobijamo

b = ±mω
2~

. (3.901)

Negativnu vrednost parametra b odbacujemo zbog divergencije talasne funkci-
je u beskonaqnosti, tako da su minimalna energija i �oj odgovaraju�a talasna
funkcija, redom

Emin(
mω

2~
) =

~ω
2
, ψmin(x) = e−

mω
2~ x

2

. (3.902)

8. Predvi�en za samostalan rad.

9. Hamiltonijan perturbacije u |φ⟩ reprezentaciji je

Ĥ ′ = αR2 cosφ sinφ. (3.903)

Kako je svaki nivo dvostruko degenerisan, tehnika kojom ispitujemo cepa�e
energetskih nivoa je perturbacija degenerisanog nivoa. Sekularne jednaqina
za proizvo	an energetski nivo m

det |
(
⟨m|Ĥ ′|m⟩ ⟨m|Ĥ ′| −m⟩
⟨−m|Ĥ ′|m⟩ ⟨−m|Ĥ ′| −m⟩

)
− E(1)

m I2×2| = 0. (3.904)
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Izraqunava�em matriqnih elemenata

⟨m|Ĥ ′|m⟩ =
1

2π

∫ 2π

0

e−imφeimφαR2 cosφ sinφdφ = 0,

⟨−m|Ĥ ′| −m⟩ =
1

2π

∫ 2π

0

eimφe−imφαR2 cosφ sinφdφ = 0,

⟨m|Ĥ ′| −m⟩ =
1

2π

∫ 2π

0

e−imφe−imφαR2 cosφ sinφdφ = −iαR
2

4
δm,1,

⟨−m|Ĥ ′|m⟩ =
1

2π

∫ 2π

0

eimφeimφαR2 cosφ sinφdφ = i
αR2

4
δm,1,

(3.905)

sekularna jednaqina se transformixe u

det |

(
−E(1)

m −iαR2

4
δm,1

iαR
2

4
δm,1 −E(1)

m

)
| = 0. (3.906)

Rexava�em ove jednaqine dobijamo popravke energije

Em± = ±αR
2

4
δm,1, (3.907)

na osnovu koje zak	uqujemo da su svi energetski nivoi osim m = 1 ostali
neprome�eni, dok se energetski nivo E1 =

~2
2m

pocepao na dva podnivoa E1+ =
~2
2m

+ αR2

4
i E1− = ~2

2m
− αR2

4
.

10. Na osnovu zadatka (2.1.2) znamo da su svojstvene funkcije i svojstvene energije
qestice u beskonaqno dubokoj sferno simetriqnoj potencijalnoj jami

ψn(r, θ, φ) =

√
1

2πa

sin nπr
a

r
, E =

~2

2m

(nπ
a

)2
. (3.908)

Energija osnovnog sta�a i �oj odgovaraju�a svojstvena funkcija je

ψ1(r, θ, φ) =

√
1

2πa

sin πr
a

r
, E

(0)
1 =

~2

2m

(π
a

)2
. (3.909)

Popravka energije osnovnog sta�a u prvom redu teorije perturbacije je

E
(1)
1 = ⟨1|H ′|1⟩ =

∫ a

0

∫ 4π

0

ψ∗
1H

′ψ1r
2drdΩ =

1

2πa

∫ a

0

r2
sin2 πr

a

r2
αr

∫ 4π

0

dΩ

=
4πα

2πa

∫ a

0

r sin2 πr

a
dr =

2α

a

∫ a

0

r
1− cos 2π

a
r

2
dr

=
α

a

∫ a

0

rdr − α

a

∫ a

0

r cos
2π

a
rdr

=
α

a
(
r2

2

∣∣∣a
0
− a

2π
r sin

2π

a
r
∣∣∣a
0︸ ︷︷ ︸

= 0

+
a

2π

∫ a

0

sin
2π

a
rdr︸ ︷︷ ︸

= 0

) =
αa

2
(3.910)
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11. Hamiltonijan krutog rotatora u prostoru je

H =
L2

2I
(3.911)

, gde je I moment inercije, a L2 kvadrat ugaonog momenta Kako je [H,L2] = 0,
sledi da ova dva operatora imaju zajedniqki bazis, a to su sferni harmonici.
Svojstvena jednaqina hamiltonijana nam daje svojstvene energije sistema.

HY m
ℓ (θ, φ) =

L2

2I
Y m
ℓ =

~2ℓ(ℓ+ 1)

2I
Y m
ℓ (3.912)

Svojstvene energije Eℓ,m = ~2ℓ(ℓ+1)
2I

su 2ℓ+1 puta degenerisane. Ta degeneracija
potiqe od kvantnog broja m. Kako za dato ℓ imamo 2ℓ+1 vrednosti m, jasno je
zaxto je tolika degeneracija. Jedino za ℓ = 0 imamo nedegenerisanu svojstvenu
vrednost, jer vrednost kvantnog broja m mo�e biti samo 0.

Na sistem deluje perturbacija

H ′ = −Ed = −d(Ex sin θ cosφ+ Ey sin θ sinφ+ Ez cos θ) (3.913)

Slede�e xto �emo uraditi je izraqunava�e matriqnih elemenata oblika

⟨ℓ′,m′|H ′|ℓ,m⟩ =
∫
Y m′∗
ℓ ′ (θ, φ)H ′Y m

ℓ (θ, φ)dΩ (3.914)

U matematiqkim priruqnicima mo�emo na�i da va�e slede�e relacije za
sferne harmonike

sin θeiφY m
ℓ = aℓ,mY

m+1
ℓ+1 − aℓ−1,−m−1Y

m+1
ℓ−1

sin θe−iφY m
ℓ = −aℓ,−mY m−1

ℓ+1 + aℓ−1,m−1Y
m−1
ℓ−1

cos θY m
ℓ = bℓ,mY

m
ℓ+1 + bℓ−1,mY

m
ℓ−1 (3.915)

Koeficijenti koji u prethodnim jednaqinama figurixu su jednaki

aℓ,m =

√
(ℓ+ 1 +m)(ℓ+m+ 2)

(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
, bℓ,m =

√
(ℓ+ 1 +m)(ℓ−m+ 1)

(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
(3.916)

Sada mo�emo da zak	uqimo koji su nenulti matriqni elementi.

⟨ℓ+ 1,m+ 1|H ′|ℓ,m⟩ = −1

2
(Ex − iEy)daℓ,m

⟨ℓ− 1,m+ 1|H ′|ℓ,m⟩ =
1

2
(Ex − iEy)daℓ+1,−m−1

⟨ℓ+ 1,m− 1|H ′|ℓ,m⟩ =
1

2
(Ex + iEy)daℓ,−m

⟨ℓ− 1,m− 1|H ′|ℓ,m⟩ = −1

2
(Ex + iEy)daℓ−1,m−1

⟨ℓ+ 1,m+ 1|H ′|ℓ,m⟩ = −Ezdbℓ,m
⟨ℓ+ 1,m+ 1|H ′|ℓ,m⟩ = −Ezdbℓ−1,m (3.917)



146 GLAVA 3. REXE�A

Svaki energet ski nivo osim za ℓ = 0 je degenerisan, tako da je procedura kojom
treba na�i poravku energije pturbacija degenerisanog nivoa. U toj proceduri
moramo rexiti sekularnu jednaqinu. U toj jednaqini figurixu matriqni e-
lementi izme�u onih sta�a koja imaju istu energiju. Kod nas bi ti matriqni
elementi imali oblik ⟨ℓ,m|H ′|ℓ,m′⟩. Me�utim, kako smo pokazali da ne po-
stoje nenulti matriqni elementi takvog oblika, ova procedura nam ne bi dala
popravku energije. Zato se moramo okrenuti perturbaciji nedegenerisanog
nivoa.

U prvom redu teorije perturbacije prva popravka energije (ℓ,m)-tog sta�a je

E
(1)
ℓ,m = ⟨ℓ,m|H ′|ℓ,m⟩ = 0 (3.918)

jer nenulti matriqni element tog oblika ne postoji.

U drugom redu teorije perturbacije popravka je

E
(2)
ℓ,m =

∑
ℓ′,m′

|⟨ℓ′,m′|H ′|ℓ,m⟩|2

Eℓ − Eℓ ′
(3.919)

Ako iskoristimo gore izraqunate matriqne elemente dobijamo

E
(2)
ℓ,m =

2Id2

~2

{
1

4
(E2

x + E2
y)
{ a2ℓ,m + a2ℓ,−m
ℓ(ℓ+ 1)− (ℓ+ 1)(ℓ+ 2)

+
a2ℓ+1,−m−1 + a2ℓ,−m
ℓ(ℓ+ 1)− (ℓ− 1)ℓ

}
+ E2

z

{ b2ℓ,m
ℓ(ℓ+ 1)− (ℓ+ 1)(ℓ+ 2)

+
b2ℓ−1,m

ℓ(ℓ+ 1)− (ℓ− 1)ℓ

}}
(3.920)

Zamenom koeficijenata a i b i sre�iva�em date jednaqine dobijamo

E
(2)
ℓ,m =

Id2

2~2
(2E 2

z − E 2
x − E 2

y )
ℓ(ℓ+ 1)− 3m2

(2ℓ+ 3)(2ℓ− 1)ℓ(ℓ+ 1)
(3.921)

Ova formula ne va�i za ℓ = 0. U tom sluqaju nenulti matriqni elementi su

⟨1, 0|H ′|0, 0⟩ = −Ezdb0,0

⟨1, 1|H ′|0, 0⟩ = −1

2
(Ex − iEy)da0,0

⟨1,−1|H ′|0, 0⟩ =
1

2
(Ex + iEy)da0,0 (3.922)

dok su koeficijenti a0,0 =
√

2
3
i b0,0 =

√
1
3
.

Popravka u prvom redu teorije perturbacije je 0, dok je u drugom redu

E
(2)
0,0 =

2I

~2
∑

m′=1,0,−1

|⟨1,m′|H ′|0, 0⟩|2

0− 1(1 + 1)
= −Id

2E2

3~2
(3.923)
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12. Hamiltonijan atoma helijuma je

H =
p 2
1

2m
+

p 2
2

2m
− 2e2

r1
− 2e2

r2︸ ︷︷ ︸
H0

+
e2

|r1 − r2|︸ ︷︷ ︸
H′

(3.924)

zbir neperturbovanog hamiltonijana koji qine kinetiqke energije elektrona
i interakcije elektrona sa jezgrom, dok je perturbacija elektron-elektron
interakcija. Neperturbovani hamiltonijan se mo�e napisati kao zbir dva
jednoqestiqna hamiltonijana

H0 =
p 2
1

2m
− 2e2

r1︸ ︷︷ ︸
H01

+
p 2
2

2m
− 2e2

r2︸ ︷︷ ︸
H02

= H01 +H02 (3.925)

od kojih svaki predstav	a hamiltonijan vodoniku sliqnog atoma tako da su
�1egove svojstvene energije

Eni = −
1

n2
i

4e2

2a0
(3.926)

Dakle, energija osnovnog sta�a i talasna funkcija neperturbovanog hamilto-
nijana su

E0 = E01 + E02 = −
2e2

a0
− 2e2

a0
= −4e2

a0
= −108, 8eV,

ψ0(r1, r2) = ψ100(r1)ψ100(r2) =
8

πa30
e
− 2(r1+r2)

a0 (3.927)

Popravka energije osnovnog sta�a u prvom redu teorije perturbacije je

E
(1)
0 = ⟨0|H ′|0⟩ =

∫ ∫
ψ∗
100(r1)ψ

∗
100(r2)

e2

|r1 − r2|
ψ100(r1)ψ100(r2)dr1dr2 (3.928)

Perturbaciju mo�emo napisati u bazisu Le�androvih polinoma ako z-osu
postavimo u pravcu vektora r1

1

|r1 − r2|
=

1

r>

∞∑
ℓ=0

Pl(cos θ2)(
r<
r>

)ℓ (3.929)
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gde je r< = min{r1, r2}, r> = max{r1, r2}, tako da je

E
(1)
0 =

e2

π2
(
2

a0
)6
∫ ∞

0

r21dr1

∫ π

0

sin θ1dθ1

∫ 2π

0

dφ1︸ ︷︷ ︸
= 4π

∫ ∞

0

r22dr2

∫ π

0

sin θ2dθ2︸ ︷︷ ︸
smena u = cos θ2

∫ 2π

0

dφ2︸ ︷︷ ︸
= 2π

e
− 4(r1+r2)

a0
1

r>

∞∑
ℓ=0

Pl(cos θ2)(
r<
r>

)ℓ

=
e2 29

a60

∫ ∞

0

r21dr1e
−4

r1
a0

[ ∫ r1

0

r22dr2e
−4

r2
a0

∞∑
ℓ=0

1

r1
(
r2
r1
)ℓ
∫ 1

−1

Pℓ(u)P0(u)du︸ ︷︷ ︸
2

2ℓ+1
δℓ,0

+

∫ ∞

r1

r22dr2e
−4

r2
a0

∞∑
ℓ=0

1

r2
(
r1
r2
)ℓ
∫ 1

−1

Pℓ(u)P0(u)du︸ ︷︷ ︸
2

2ℓ+1
δℓ,0

]

=
e2 210

a60

∫ ∞

0

r21dr1e
−4

r1
a0

[ 1
r1

∫ r1

0

r22dr2e
−4

r2
a0︸ ︷︷ ︸

= I1

+

∫ ∞

r1

r2dr2e
−4

r2
a0︸ ︷︷ ︸

= I2

]
(3.930)

Integrali I1 i I2 su jednaki, redom:

I1 = −a0
4
e
− 4

a0
r1(r21 +

a0
2
r1 +

a20
8
) +

a30
32

I2 =
a0
4
e
− 4

a0
r1(r1 +

a0
4
) (3.931)

tako da sada dobijamo

E
(1)
0 =

e2 210

a60

[ ∫ ∞

0

r1dr1e
−4

r1
a0

(
− a0

4
e
− 4

a0
r1(r21 +

a0
2
r1 +

a20
8
) +

a30
32

)
+

∫ ∞

0

r21dr1e
−4

r1
a0
a0
4
e
− 4

a0
r1(r1 +

a0
4
)
]

=
e2 210

a60

[
− a0

4

∫ ∞

0

r31e
− 8

a0
r1dr1 −

a20
8

∫ ∞

0

r21e
− 8

a0
r1dr1 −

a30
32

∫ ∞

0

r1e
− 8

a0
r1dr1

+
a30
32

∫ ∞

0

r1e
− 4

a0
r1dr1 +

a0
4

∫ ∞

0

r31e
− 4

a0
r1dr1 +

a20
16

∫ ∞

0

r21e
− 4

a0
r1dr1

]
(3.932)

Svi tra�eni integrali su tipa∫ ∞

0

rn1 e
−αr1dr1 = (

1

α
)n+1Γ(n+ 1) = n!(

1

α
)n+1 (3.933)

tako da uz malo raquna dolazimo do izraza

E
(1)
0 =

5

4

e2

a0
= 34eV (3.934)

Energija osnovnog sta�a sa uraqunatom popravkom je onda

E0 + E
(1)
0 = −108, 8eV + 34eV = −74, 8eV (3.935)
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13. Razmatrajmo fiziqki sistem sa Hamiltonijanom H0. Svojstvene vrednosti i
svojstvene vektore H0 �emo oznaqavati sa En i |φn⟩

H0|φn⟩ = En|φn⟩ (3.936)

Smatra�emo da je spektar H0 diskretan i nedegenerisan, a dobijene formule
se mogu lako generalizovati. H0 nije vremenski zavisan, tako da su svojstvena
sta�a stacionarna.

U t = 0 primenimo perturbaciju na sistem. Hamiltonijan onda postaje

H(t) = H0 +H ′(t) (3.937)

Perturbacija H ′(t) je jednaka

H ′(t) = λW (t), (3.938)

gde je λ < 1 i W (t) opservabla, koja mo�e biti eksplicitno vremenski zavisna
i istog je reda veliqine kao i H0. Ova opservabla je jednaka nuli za t < 0.

Sistem se nalazio u poqetnom sta�u |φi⟩, svojstvenom zaH0 i svojstvene energi-
je Ei. U t = 0, kada se perturbacija uk	uqi, sistem evoluira: sta�e |φi⟩
vixe nije sta�e u kome se perturbovani hamiltonijan nalazi. Mi �elimo
da izraqunamo verovatno�u prelaza Pif iz sta�a |φi⟩ u neko drugo svojstveno
sta�e neperturbovanog hamiltonijana H0, |φf⟩. drugim reqima, �elimo da
ispitamo prelaze koji se mogu indukovati perturbacijom H ′(t) izme�u sta-
cionarnih sta�a neperturbovanog sistema.

Izme�u trenutata 0 i t, sistem evoluira u skladu sa Xredingerovom jednaqi-
nom

i~
d

dt
|ψ(t)⟩ = [H0 + λW (t)]|ψ(t)⟩ (3.939)

Rexe�e |ψ(t)⟩ diferencijalne jednaqine prvog reda kojoj odgovara poqetni
uslov

|ψ(t = 0)⟩ = |φi⟩ (3.940)

je jednoznaqno. Tra�ena verovatno�a prelaza Pif (t) se mo�e napisati kao

Pif (t) = |⟨φf |ψ(t)⟩|2 (3.941)

Ceo problem se svodi na nala�e�e |ψ(t)⟩ rexe�a vremenski zavisne Xredinge-
rove jednaqine, sa datim poqetnim uslovom. Qesto ovu jednaqinu nije mogu�e
eksplicitno rexiti, ali kada je λ dovo	no malo, rexe�e |ψ(t)⟩ se mo�e pri-
bli�no na�i u formi ograniqenog razvoja u stepeni red po parametru λ.

XREDINGEROVA JEDNAQINA U {|φn⟩} REPREZENTACIJI

Verovatno�a prelaza Pif (t) eksplicitno u	uquje svojstvena sta�a |φi⟩ i |φf⟩
neperturbovanog hamiltonijana H0. Zato je korisno pre�i u {|φn} reprezenta-
ciju.
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Neka su cn(t) komponente keta |ψ(t)⟩ u {|φn⟩} bazisu:

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t)|φn⟩ (3.942)

gde je
cn(t) = ⟨φn|ψ(t)⟩ (3.943)

Wnk(t) predstav	a matriqni element opservable W (t) u istom bazisu

⟨φn|W (t)|φk⟩ = Wnk(t) (3.944)

H0 je u ovom bazisu predsttav	en dijagonalnom matricom

⟨φn|H0|φk⟩ = Enδnk (3.945)

Ako u vremenski zavisnu Xredingerovu jednaqinu uvrstimo dekompoziciju
jedinice u formi

∑
k |φk⟩⟨φk| = 1, dobijamo

i~
d

dt

∑
k

|φk⟩ ⟨φk|ψ(t)⟩︸ ︷︷ ︸
ck(t)

= [H0 + λW (t)]
∑
k

|φk⟩⟨φk|ψ(t)⟩︸ ︷︷ ︸
ck(t)

(3.946)

Ako posled�u jednaqinu pomno�imo bra vektorom ⟨φn|, dobijamo

i~
∑
k

dck(t)

dt
⟨φn|φk⟩︸ ︷︷ ︸

δn,k

=
∑
k

Ekck(t) ⟨φn|φk⟩︸ ︷︷ ︸
δn,k

+
∑
k

λck(t) ⟨φn|W (t)|φk⟩︸ ︷︷ ︸
Wnk

(3.947)

i na kraju

i~
dcn(t)

dt
= Encn(t) +

∑
k

λWnk(t)ck(t) (3.948)

Ako je W (t) = 0, koeficijenti nisu me�usobno povezani i posled�a jednaqina
postaje

i~
dcn(t)

dt
= Encn(t) (3.949)

na osnovu koje nalazimo koeficijent cn(t)

cn(t) = bne
− i

~Ent (3.950)

, gde je bn konstanta koja zavisi od poqetnih uslova.

Ovo rexe�e odgovara evoluciji neperturbovanog hamiltonijana, xto smo i
morali dobiti, jer smo stavili W = 0.

Ako je λW (t) nenulto, ali mnogo ma�e od H0, za λ≪ 1, oqekujemo da su rexe�a
jednaqine (3.948) dosta bliska rexe�ima jednaqine (3.950). Drugim reqima,
pravimo smenu

cn(t) = bn(t)e
− i

~Ent (3.951)
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Funkcija bn(t) se sporo me�a sa vremenom. Zamenom ovog koeficijenta u (3.948)
imamo

i~e−
i
~Ent

d

dt
bn(t) + Enbn(t)e

− i
~Ent = Enbn(t)e

− i
~Ent +

∑
k

λWnk(t)bke
− i

~Ekt (3.952)

Ako pomno�imo obe strane sa e
i
~Ent i uvedemo Borovu ugaonu frekvenciju

ωnk =
En − Ek

~
(3.953)

koja povezuje sta�a En i Ek dobijamo

i~
d

dt
bn(t) = λ

∑
k

eiωnktWnk(t)bk(t) (3.954)

Sistem jednaqina (3.954) je strogo ekvivalentan Xredingerovoj jednaqini. U
najve�em broju sluqajeva, ne mo�emo na�i taqno rexe�e. Zato �emo koristiti
qi�enicu da je λ mnogo ma�e od 1 i pokuxa�emo da odredimo ovo rexe�e u
formi stepenog razvoja po λ

bn(t) = b(0)n (t) + λb(1)n (t) + λ2b(2)n (t) + ... (3.955)

Ako ovaj razvoj zamenimo u (3.954), dobijamo

i~
d

dt

∞∑
r=0

b(r)n λr = λ
∑
k

Wnk(t)e
iωnkt

∑
r

b
(r)
k (t)λr (3.956)

Ako izjednaqimo koeficijente uz λr sa obe strane, dobijamo

i~
d

dt
b(0)n (t) = 0, za r = 0 (3.957)

i~
d

dt
b(r)n (t) =

∑
k

eiωnktWnk(t)b
(r−1)
k , za r ≥ 1 (3.958)

Rexe�e nultog reda je determinisano jednaqinom (3.957) i poqetnim uslovima,
dok nam rekurentna relacija (3.958) omogu�ava da dobijemo rexe�e u prvom
redu. Znaju�i rexe�e u prvom redu mo�emo da dobijemo rexe�e u drugom
redu...

U t < 0, pretpostavili smo da se sistem nalazio u sta�u |φi. Svi koeficijenti
bn(t), osim bi(t) onda moraju biti nula (i nezavisni od vremena, jer je λW (t) =
0).

U t = 0, λW (t) trpi skok od 0 do λW (0). Ipak, kako je skok konaqan, rexe�a
Xredingerove jednaqine su neprekidna u t = 0. Odavde sledi

bn(t = 0) = δni (3.959)
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Koeficijenti razvoja jednaqine (3.955), zadovo	avaju

b(0)n (t = 0) = δni (3.960)

b(r)n (t = 0) = 0 (3.961)

Iz jednaqine (3.957) sledi da je

b(0)n (t) = δni (3.962)

Jednaqinu (3.958) za r = 1 sada mo�emo da napixemo u formi

i~
d

dt
b(1)n (t) =

∑
k

eiωnktWnk(t)δk,i = eiωnitWni(t) (3.963)

Integracijom posled�e jednaqine dobijamo

b(1)n (t) =
1

i~

∫ t

0

eiωnit
′
Wni(t

′)dt′ (3.964)

U aproksimaciji prvog reda koeficijent cn(t) je

cn(t) = (δni +
1

i~

∫ t

0

eiωnit
′
Wni(t

′)dt′)e−
i
~Ent (3.965)

dok je vektor sta�a u trenutku t jednak

|ψ(t)⟩ =
∑
n

(δni +
1

i~

∫ t

0

eiωnit
′
Wni(t

′)dt′)e−
i
~Ent|φn⟩

= |φi⟩e−
i
~Eit +

λ

i~
∑
n

[(

∫ t

0

eiωnit
′
Wni(t

′)dt′)e−
i
~Ent|φn⟩] (3.966)

Verovatno�a prelaza je onda

Pif (t) = |⟨φf |ψ(t)⟩|2

=
∣∣∣ ⟨φf |φi⟩︸ ︷︷ ︸
δi,f = 0

e−
i
~Eit +

λ

i~
∑
n

[(

∫ t

0

eiωnit
′
Wni(t

′)dt′)e−
i
~Ent ⟨φf |φn⟩︸ ︷︷ ︸

δn,f

]
∣∣∣2

=
λ2

~2
∣∣∣ ∫ t

0

eiωfit
′
Wfi(t

′)dt′
∣∣∣2 = λ2|b(1)f (t)|2 (3.967)

14. Pretpostavili smo da W (t) ima jednu od dve proste forme

W (t) = W sinωt

W (t) = W cosωt (3.968)

gde je W vremenski nezavisna opservabla.
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Za perturbaciju koja osciluje po sinusnom zakonu, matriqni elementi Wfi(t)
su

Wfi(t) = Wfi sinωt =
Wfi

2i
(eiωt − e−iωt) (3.969)

Wfi je vremenski nezavisan kompleksan broj. Koeficijent b
(1)
n (t) je jednak

b(1)n (t) = −Wni

2~

∫ (t)

0

(ei(ωni+ω)t
′−e−i(ωni−ω)t′)dt′ =

Wni

2i~
[
1− ei(ωni+ω)t

ωni + ω
− 1− ei(ωni−ω)t

ωni − ω
]

(3.970)
Sada mo�emo da izraqunamo verovatno�u prelaza

Pif,sin(t, ω) = λ2|b(1)f |
2 =

λ2|Wfi|2

4~2
∣∣∣1− ei(ωfi+ω)t

ωfi + ω
− 1− ei(ωfi−ω)t

ωfi − ω

∣∣∣2 (3.971)

Ako razmatramo kosinusnu perturbaciju, analogno izraqunava�e nas dovodi
do

Pif,cos(t, ω) = λ2|b(1)f |
2 =

λ2|Wfi|2

4~2
∣∣∣1− ei(ωfi+ω)t

ωfi + ω
+

1− ei(ωfi−ω)t

ωfi − ω

∣∣∣2 (3.972)

Perturbacija λW cosωt postaje vremenski nezavisna za ω = 0. Tada je verova-
tno�a prelaza izazvana konstantnom perturbacijom jednaka

Pif (t) =
λ2|Wfi|

~2
|1− eiωfit|2 = λ2|Wfi|2

~2
[sin ωfi

2
t

ωfi

2

]2
(3.973)

15. Verovatno�e prelaza izazvane kosunusnom i sinusnom perturbacijom iz pretho-
dnog zadatka u svom modulu imaju da kompleksna terma

A+ =
1− ei(ωfi+ω)t

ωfi + ω
= −iei(ωfi+ω)

t
2
sin[(ωfi + ω)t/2]

(ωfi + ω)/2
(3.974)

A− =
1− ei(ωfi−ω)t

ωfi − ω
= −iei(ωfi−ω) t

2
sin[(ωfi − ω)t/2]

(ωfi − ω)/2
(3.975)

Imenilac terma A− je jednak nuli za ω = ωfi(apsorpcija kvanta energije ~ω),
dok je imenila A+ terma jednak nuli za ω = −ωif (emisija kvanta energije ~ω).
Kada je ω dosta blizu ωfi, oqekujemo da samo term A− bude znaqajan. Zato se on
zove 'rezonantni' term, dok je A+ term 'antirezonantni'(A+ postaje rezonantan
za ωfi < 0 i ω blizu −ωfi).
Razmatra�emo sluqaj za koji va�i |ω − ωfi| ≪ |ωfi|, i zanemariti antirezo-
nantni term A+. Dobijamo

Pif (t, ω) =
λ2|Wfi|2

4~2
[sin (ωfi−ω)

2
t

(ωfi−ω)
2

]2
(3.976)

Ako nacrtamo Pif (t, ω) u zavisnosti od ω vide�emo rezonantnu prirodu verova-
tno�e prelaza. Ova verovatno�a prelaza ima svoj maksimum u ω = ωfi koji
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iznosi λ2|Wfi|2t2/4~2. Kada se pomeramo od ωfi, vrednost ove funkcije se brzo
sma�uje i postaje jednaka nuli za |ωfi − ω| = 2π/t. Ako i da	e pove�avamo
vrednost razliku |ωfi − ω|, verovatno�a prelaza osciluje izme�u vrednosti
λ2|Wfi|2

~2(ω−ωfi)2
i 0.

Rezonantna xirina ∆ω se mo�e aproksimativno definisati kao rastoja�e
izme�u prve dve nule Pif (t, ω) oko ω = ωfi. Unutar ovog intervala verovatno�a
prelaza uzima svoje najve�e vrednosti.44

∆ω =
4π

t
(3.977)

Sve xto je vreme ve�e to je rezonantna xirina ma�a.

Koriste�i pretpostavku ω ≈ ωfi zanemarili smo term A+. Sada �emo upore-
diti module |A+| i |A−|. Kako je |A+(ω)|2 = |A−(ω)|2, |A+(ω)|2 mo�e da se dobije
crtaju�i krivu koja je simetriqna krivoj |A−(ω)|2 u odnosu na osu ω = 0. Ako
su ove dve krive centrirane u taqkama qija je razlika mnogo ve�a od ∆ω, jasno
je da u okolini ω = ωfi, moduo A+ je zanemar	iv u pore�e�u sa modulom A−.
Dakle, rezonantna aproksimacija je opravdana 45 ako je zadovo	en uslov

2|ωfi| ≫ ∆ω (3.978)

Kako je ∆ω obrnuto proporcionalno vremenu t, prethodni uslov dobija oblik

t≫ 1

|ωfi|
≃ 1

ω
(3.979)

Rezultat koji smo dobili je validan samo za perturbacije koje osciluju u vre-
menu t koje je veliko u pore�e�u sa 1

ω
. Fiziqko znaqe�e je jasno: za vreme

intervala [0, t], perturbacija mora da izvede brojne oscilacije. Ako je, sa
druge strane, t malo u pore�e�u sa 1

ω
, perturbacija nema vremena da osciluje

i bi�e ekvivalentna perturbaciji koja je linearna sa vremenom (U sluqaju
sinusne zavisnosti) ili konstantna (u sluqaju kosinusne zavisnosti).

16. Upore�ivanem jednaqina (3.954) i (3.963) mo�emo videti da jednaqinu (3.963)
dobijamo tako xto u (3.954) zamenimo koeficijente bk(t) �ihovim vrednostima
bk(0) u t = 0. Kad god je t malo bk(0) se ne razlikuje previxe od bk(t) i aproksi-
macija ostaje validna.

Ovo se mo�e lepo videti iz izraza (3.976) koji se na rezonanci mo�e napisati
kao

Pif (t, ω = ωfi) =
λ2|Wfi|2

4~2
t2 (3.980)

Ova funkcija postaje beskonaqna za t =∞, xto je besmisleno, jer verovatno�a
nikada ne mo�e imati vrednost ve�u od 1.

44Prvi slede�i maksimum Pif se dobija u taqki
(ω−ωfi)t

2 = 3π
2 je jednak λ2|Wfi|2t2/9~2

45Ako ovaj uslov nije zadovo	en, rezonantni i antirezonantni term interferiraju i dobijamo
pogrexno rexe�e ako prosto saberemo |A+|2 i |A−|2
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U praksi, da bi aproksimacija prvog reda bila opravdana, verovatno�a prelaza
na rezonanciji mora biti mnogo ma�a od 1, tj

t≪ ~
λ|Wfi|

(3.981)

46

17. Ako energija Ef pripada kontinualnom delu spektra H0, ne mo�emo meriti
verovatno�u nala�e�a sistema u dobro definisanom sta�u |φf⟩ u vremenu t.
U ovom sluqaju je |⟨|φf |ψ(t)⟩|2 verovatno�a gustine. Fiziqke predikcije za
dato mere�e uk	uquju integraciju ove gustine verovatno�e po odre�enoj grupi
finalnih sta�a.

Razmatramo problem raseja�a qestice mase m u potencijalu W (r). Sta�a
|ψ(t)⟩ qestice u vremenu t mogu se razviti preko sta�a |p⟩ sa dobro definisa-
nim impulsom p i energijom E = p 2/2m. Odgovaraju�e talasne funkcije u
koordinatnoj reprezentaciji su ravni talasi

⟨r|p⟩ = (
1

2π~
)
3
2 e

i
~pr (3.982)

Gustina verovatno�e dode	ena mere�u impulsa je |⟨p|ψ(t)⟩|2.
Detektor koji se koristi u eksperimentima u kojima se meri impuls daje signal
kad god je qestica rasejana sa impulsom pf . Ovaj detektor uvek ima konaqnu
grexku mere�a ugla raseja�a, tako da energetska selektivnost nije savrxena:
on emituje signal kad god je impuls qestice p unutar ugla δΩf oko pf i �egova
energija je uk	uqena u intervalu δEf centriranom oko Ef = p 2

f /2m. Ako
Df predstav	a domen p- prostora definisanog ovim uslovima, verovatno�a
dobija�a signala iz detektora je

δPpf ,t =

∫
p∈Df

d3p|⟨p|ψ(t)⟩|2 (3.983)

Napravi�emo smenu varijabli koja rezultuje u integraciji po energiji. Kako
je

d3p = p2dpdΩ (3.984)

zamenom varijable p energijom E dobijamo

d3p = ρ(E)dEdΩ (3.985)

46Da bi ova teorija imala smisla, oqigledno je da uslovi (3.979) i (3.981) budu kompatibilni.
Dakle, mora va�iti

1

|ωfi|
≪ ~

λ|Wfi(t)|

tj. razlika energija |Ef − Ei| = ~|ωfi| mora biti mnogo ve�a od matriqnog elementa W (t) izme�u
sta�a |φi⟩ i |φf ⟩
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Funkcija ρ(E) se zove gustina finalnih sta�a i mo�e se zapisati kao

ρ(E) = p2
dp

dE
= m
√
2mE (3.986)

Na osnovu ovoga dobijamo

δP (pf , t)

∫
Ω∈δΩf ,E∈δEf

dΩdEρ(E)|⟨p|ψ(t)⟩|2 (3.987)

GENERALNI SLUQAJ

Neka su svojstvena sta�a H0, indeksirana kontinualnim skupom α, tako da
se relacija ortonormiranosti mo�e napisati u obliku

⟨α|α′⟩ = δ(α− α′) (3.988)

Sistem u trenutku t je opisan normalizovanim ketom |ψ(t)⟩. �elimo da izra-
qunamo verovatno�u δP (αf , t) nala�e�a sistema u datoj grupi finalnih sta�a.
Karakterisa�emo grupu sta�a domenom Df vrednosti parametara α centri-
ranih u αf , i pretpostav	amo da su energije kontinualne. Tada je

δP (αf , t) =

∫
α∈Df

dα|⟨α|ψ(t)⟩|2 (3.989)

Uvex�emo gustinu finalnih sta�a. Umesto oznaqava�a ovih sta�a parame-
trom α, koristi�emo energiju E i skup ostalih parametara β (koji su neopho-
dni kada H0 nije sam KSKO). Tada dα mo�emo izraziti pomo�u dE i dβ

dα = ρ(β,E)dβdE (3.990)

Tada je verovatno�a dobija�a signala iz detektora

δP (αf , t) =

∫
β∈δβf ,E∈δEf

dβdEρ(β,E)|⟨β,E|ψ(t)⟩|2 (3.991)

notaciju |α⟩ smo zamenili sa |β,E⟩ da bi istakli E i β zavisnost gustine
verovatno�e |⟨α|ψ(t)|2.
Ako razmatramo sistem koji se nalazio u poqetnom sta�u |φi⟩ koje je svojstveno
za H0.

47

Zameni�emo notaciju P (αf ) sa δP (φi, αf , t) u jednaqini (3.991) da bi naglasili
da sistem poqi�e iz sta�a |φi⟩.
Ako razmatramo konstantnu perturbaciju, proraqun koji smo radili u zadatku
6 ove oblasti ostaje validan, samo xto finalno sta�e odgovara kontinualnom
spektru H0. Gustina verovatno�e u ovom sluqaju je

|⟨β,E|ψ(t)⟩|2 = λ2

~2
|⟨β,E|W |φi⟩|2[

sinωEit/2

ωEi/2
]2 (3.992)

47Sta�e |φi⟩ pripada diskretnom spektru H0, jer poqetna sta�a sistema moraju biti normali-
zovana na 1.
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gde je

ωEi =
E − Ei

~
(3.993)

Sada je

δP (φi, αf , t) =
λ2

~2

∫
β∈δβf ,E∈βEf

dβdEρ(β,E)|⟨β,E|W |φi⟩|2[
sinωEit/2

ωEi/2
]2 (3.994)

Funkcija [ sinωEit/2
ωEi/2

]2 ima maksimum u E = Ei i znaqajno opada kad god se pome-
rimo od Ei. Zato se ova funkcija mo�e aproksimirati, do na konstantu, delta
funkcijom δ(E − Ei) jer je

lim
t→∞

[
sinωEit/2

ωEi/2
]2 = πtδ(

E − Ei
2~

) = 2π~tδ(E − Ei) (3.995)

Funkcija ρ(β,E)|⟨β,E|W |φi⟩|2 varira mnogo sporije sa promenom energije E.
Pretpostavi�emo da je E dovo	no veliko da varijacija ove funkcije u energe-
tskom intervalu xirine 4π~/t centriranom u Ei, bude zanemariva.

Kako je δβf vrlo malo, integracija po β nije neophodna pa je

δP (φi, αf , t) = δβf
2π

~
t ρ(βf , Ef = Ei)|⟨βf , Ef = Ei|W |φi⟩|2 (3.996)

Ako Ei ne pripada intervalu δEf verovatno�a je jako mala tako da mo�emo sa
dovo	nom taqnox�u pretpostaviti

δP (φi, αf , t) = 0 (3.997)

Dakle, za Ef = Ei verovatno�a se pove�ava linearno sa vremenom. Verovatno�a
prelaza u jedinici vremena

δW (φi, αf ) =
d

dt
δP (φi, αf , t) (3.998)

je vremenski nezavisna.

Ako uvedemo gustinu verovatno�e po jedinici vremena i u jediniqnom interva-
lu varijable βf dolazimo do Fermijevog zlatnog pravila

ω(φi, αf ) =
δW (φi, αf )

δβf
=

2π

~
|⟨βf , Ef = Ei|W |φi⟩|2ρ(βf , Ef = Ei) (3.999)

18. Svojstvene energije i svojstvene funkcije izotropnog 3D LHO su

Enx,ny ,nz = ~ω(nx + ny + nz +
3

2
), |nx, ny, nz⟩ (3.1000)
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Osnovno sta�e je |0, 0, 0⟩. Matriqni element verovatno�e prelaza u proizvo	no
sta�e je

⟨0, 0, 0|qAe−t2/τ2z|n′
x, n

′
y, n

′
z⟩

= qAe−t
2/τ2

√
~

2mω
⟨000|az + a†z|n′

xn
′
yn

′
z⟩

= qAe−t
2/τ2

√
~

2mω
(
√
n′
z + 1δ0,n′

z+1 +
√
n′
zδ0,n′

z−1)δ0,n′
x
δ0,n′

y
(3.1001)

Jedini nenulti matriqni element je onda

⟨0, 0, 0|qAe−t2/τ2z|0, 0, 1⟩ = qAe−t
2/τ2

√
~

2mω
(3.1002)

tako da je verovatno�a prelaza sada

P01 =
1

~2
∣∣∣qA√ ~

2mω

∫ ∞

−∞
dteiωte−t

2/τ2
∣∣∣2 = q2A2

2m~ω

∣∣∣ ∫ ∞

−∞
dteiωte−t

2/τ2
∣∣∣2 (3.1003)

Kako je ∫ ∞

−∞
eiβx−αx

2

dx =

√
π

α
e−

β2

4α (3.1004)

mi nalazimo da je nax integral jednak∫ ∞

−∞
dteiωte−t

2/τ2 = τ
√
πe−

ω2τ2

4 (3.1005)

i konaqno

P01 =
πq2A2τ 2

2m~ω
e−

ω2τ2

2 (3.1006)



Prilog A

Dozvo	ene formule na ispitu

BCH formula: eBAe−B = A+ [B,A] + 1
2!
[B, [B,A]] + 1

3!
[B, [B, [B,A]]] + ...

eAeB = eA+B+[A,B]/2

⟨x|p⟩ = 1√
2π~e

ipx/~

EVOLUCIJA STA�A SISTEMA
Ψ(t = 0) =

∑
n anψn

Ψ(t) =
∑

n ane
− i

~Entψn
gde su ψn svojstvene funkcije Hamiltonijana koji opisuje taj sistem, a En svojstvene
vrednosti.

GRANIQNI USLOVI ZA TALASNU FUNKCIJU
1. Konaqan skok potencijala
ψ(a−) = ψ(a+)
ψ′(a−) = ψ′(a+)
2. Beskonaqan skok potencijala V = αδ(x− a)
ψ(a−) = ψ(a+)
ψ′(a+)− ψ′(a−) = 2mα

~2 ψ(a)

GUSTINA STRUJE VEROVATNO�E, KOEFICIJENTI R I T
j⃗ = 1

m
Re(ψ∗p⃗ψ)

R = |jr|
|jin|

T = |jt|
|jin|

LINEARNI HARMONIJSKI OSCILATOR
a =

√
mω
2~ (x+

i
mω
p)

a† =
√

mω
2~ (x−

i
mω
p)

[a, a†] = 1
a|n⟩ =

√
n|n− 1⟩

a†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩
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UGAONI MOMENT
[Li, Lj] = i~ϵijkLk
L2|l,m⟩ = ~2l(l + 1)|l,m⟩
Lz|l,m⟩ = m~|l,m⟩
L±|l,m⟩ = ~

√
l(l + 1)−m(m± 1)|l,m± 1⟩

L± = ±e±iφ~(∂θ ± ictgθ∂φ)

Paulijeve matrice σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
SLIKE
U Xredingerovoj slici se vektori sta�a me�aju sa vremenom a opservable su kon-
stantne: AS(t) = AS(t0),
|ψ(t)⟩ = U(t, t0)|ψ(t0)⟩.
U Hajzenbergovoj slici vektori sta�a su konstante a opservable se me�aju sa vre-
menom AH(t) = U(t, t0)ASU

†(t, t0), |ψ⟩H = |ψ(t0)⟩S.

PERTURBACIJA NEDEGENERISANOG NIVOA
Prva popravka energije
E

(1)
n = ⟨n(0)|H ′|n(0)⟩

Druga popravka energije

E
(2)
n =

∑
m ̸=n

|⟨m(0)|H′ |n(0)⟩|2

E
(0)
n −E(0)

m

PERTURBACIJA DEGENERISANOG NIVOA
potrebno je rexiti sekularnu jednaqinu

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
H ′

11 − E ′ H ′
12 ... H ′

1n

H ′
21 H ′

22 − E ′ ... H ′
2n

... ...
H ′
n1 H ′

n2 ... H ′
nn − E ′

∣∣∣∣∣∣∣∣
gde je E' popravka energije, dok su H ′

mn su matriqni elementi operatora H
′ u nekom

bazisu koji razapi�e n - dimenzioni potprostor.

VARIJACIONI RAQUN
E(α) = ⟨ψα|H|ψα⟩

⟨ψα|ψα⟩

energiju nalazimo varira�em ovog funkcionala po parametru α, ∂E(α)
∂α

= 0
EM PO�E
H = 1

2m
(p+ qA)2 + qφ,

B = rotA, E = −∇φ.

CENTRALNI POTENCIJAL
H = T + V (r),
T = − ~2

2m
( 1
r2

∂
∂r
(r2 ∂

∂r
)− L2

~2r2 ),
ψ = ψ(r)Y m

l (θ, φ),

ψ(r) = χ(r)
r
.
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SLAGA�E UGAONIH MOMENATA
L = L1 +L2,
V l1 ⊗ V l2 = ⊕

∑l1+l2
l=|l1−l2| V

l.

VREMENSKI ZAVISNA PERTURBACIJA
H = H0 + λW (t),
ψ(t) =

∑
n cn(t)ψn, gde je H0ψn = Enψn,

i~dcn(t)
dt

= Encn(t) + λ
∑

kWnk(t)ck(t),
cn(t) = bn(t)e

−i/~Ent.
+ poqetni uslovi.
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Prilog B

Kvazi degenerisana teorija

perturbacije

Kvazi degenerisana teorija perturbacije je generalan i mo�an metod za aproksima-
tivnu dijagonalizaciju vremenski nezavisnog Hamiltonijana H. Posebno je pogodna
za perturbativnu dijagonalizaciju k · p Hamiltonijana sa vixe traka, ali se mo�e
koristiti i u drugim problemima u kvantnoj mehanici. Kvazi degenerisana teorija
perturbacije je blisko povezana sa konvencionalnom stacionarnom teorijom pertur-
bacije, ali je ovaj metod mo�niji zato xto ne moramo da razlikujemo nedegenerisanu
i degenerisanu teoriju perturbacije. Kako ovaj metod nije previxe poznat u kvant-
noj mehanici, u ovom dodatku �emo deta	no opisati �egovu proceduru.

HamiltonijanH je izra�en kao suma dva dela: HamiltonijanaH0 qije svojstvene
energije En i svojstvene vrednosti |ψn⟩ poznajemo, i H ′, koji mo�emo da tretiramo
kao perturbaciju

H = H0 +H ′. (B.1)

Pretpostavi�emo da mo�emo da podelimo skup svojstvenih sta�a {|ψn⟩} u dva slabo
interaguju�a podskupa A i B tako da smo samo zainteresovani za skup A ali ne i
za B. Kvazi degenerisana teorija perturbacije je zasnovana na ideji da mo�emo da
konstruixemo unitaran operator e−S, takav da za transformisani Hamiltonijan

H̃ = e−SHeS, (B.2)

matriqni elementi ⟨ψm|H̃|ψl⟩ izme�u sta�a |ψm⟩ iz skupa A i sta�a |ψl⟩ iz skupa B
nestaju do proizvo	nog reda po H ′. Procedura ukla�ana nedijagonalnih matriq-
nih elemenata H ide na slede�i naqin (Slike 1 i 2): prvo �emo Hamiltonijan H
napisati kao sumu tri operatora

H = H0 +H ′ = H0 +H1 +H2. (B.3)

Matriqni elementi H1 su nenulti samo unutar svojstvenih sta�a skupa A i svo-
jstvenih sta�a skupa B, dok su matriqni elementi H2 nenulti samo izme�u sta�a
skupa A i skupa B. Oqigledno, moramo konstruisati S tako da transformacija
konvertuje H2 u dijagonalnu formu sliqnu H1 i ostav	a blok dijagonalnu formu
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SLIKA B.1: Ukla�a�e vandijagonalnih elemenata H.

SLIKA B.2: Reprezentacija H kao H0 +H1 +H2.

H0 +H1. Da bismo odredili S, razvi�emo funkciju eS u red,

eS = 1 + S +
S2

2!
+
S3

3!
+ .... (B.4)

Zamenom (B.4) u (B.2) i uoqava�em da operator S mora biti antihermitski S† = −S,
dobijamo

H̃ =
∞∑
j=0

[H,S](j) =
∞∑
j=0

1

j!
[H0 +H1, S](j) +

∞∑
j=0

1

j!
[H2, S](j), (B.5)

gde su komutatori [A,B](j) definisani kao

[A,B](j) = [..., [[A ,B], B], ...B]︸ ︷︷ ︸
j puta

. (B.6)

Kako S mora biti nedijagonalan kao H2, blok dijagonalan deo H̃d od H̃ sadr�i
qlanove [H0 +H1, S](j) za parno j i [H2, S](j) za neparno j:

H̃d =
∞∑
j=0

1

(2j)!
[H0 +H1, S](2j) +

∞∑
j=0

1

(2j + 1)!
[H2, S](2j+1). (B.7)

Sliqno, nedijagonalan deo H̃n od H̃ sadr�i qlanove [H0 + H1, S](j) za neparno j i
[H2, S](j) za parno j:

H̃n =
∞∑
j=0

1

(2j + 1)!
[H0 +H1, S](2j+1) +

∞∑
j=0

1

(2j)!
[H2, S](2j). (B.8)
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Sada je S definisan uslovom da je nedijagonalan deo Hamiltonijana jednak nuli,

H̃n = 0. (B.9)

Razvojem u red
S = S1 + S2 + S3 + ... (B.10)

i korix�e�em jednaqina (B.8) i (B.9) dobijamo slede�e jednaqine za S(j),

[H0, S(1)] = −H2, (B.11)

[H0, S(2)] = −[H1, S(1)],

[H0, S(3)] = −[H1, S(2)]− 1

3
[[H2, S(1)], S(1)].

Rexava�em posled�eg sistema jednaqina dobijamo

S
(1)
ml = − H ′

ml

Em − El
,

S
(2)
ml =

1

Em − El
(
∑
m′

Hmm′Hm′l

Em′ − El
−
∑
l′

Hml′Hl′l

Em − El′
),

S
(3)
ml =

1

Em − El[
−
∑
m′m′′

Hmm′′Hm′′m′Hm′l

(Em′′ − El)(Em′ − El)
−
∑
l′l′′

Hml′Hl′l′′Hl′′l

(Em − El′′)(Em − El′)

+
∑
l′m′

Hmm′Hm′l′Hl′l

(Em′ − El)(Em′ − El′)
+
∑
l′m′

Hmm′Hm′l′Hl′l

(Em − El′)(Em′ − El′)

+
1

3

∑
l′m′

Hml′Hl′m′Hm′l

(Em′ − El′)(Em′ − El)
+

1

3

∑
l′m′

Hml′Hl′m′Hm′l

(Em − El′)(Em′ − El′)

+
2

3

∑
l′m′

Hml′Hl′m′Hm′l

(Em − El′)(Em′ − El)

]
. (B.12)

Indeksi m, m′ i m′′ odgovaraju sta�ima skupa A, dok indeksi l, l′ i l′′ odgovaraju
sta�ima skupa B i

Hml = ⟨ψm|H|ψl⟩. (B.13)

Ubacuju�i (B.12) u (B.7), dobijamo tra�ene jednaqine za H̃

H̃ = H(0) +H(1) +H(2) +H(3) +H(4). (B.14)

Treba naglasiti da su sve energije u imeniocu jednaqina za H(i) razlike energetskih
nivoa od kojih jedna energija odgovara sta�u iz skupa A a druga sta�u iz skupa B.
Zato �emo izabrati ova dva skupa tako da su energetski razdvojeni. Za razliku od
standardne teorije perturbacije, ovaj metod mo�emo da koristimo i kada su sta�a
skupa A degenerisana. Jednaqine ostaju validne i kada Hamiltonijan H sadr�i
matricu operatora H ′

nn′ plus neke dijagonalne energije Enδnn′ ,

Hnn′ = Enδnn′ +H ′
nn′ . (B.15)

U ovom sluqaju, S je i da	e matrica koja je definisana jednaqinama (B.12).
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SLIKA B.3: Jednaqina (B.14).
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Prilog C

Erenfestov teorem

Erenfestov teorem povezuje vremenski izvod oqekivanih vrednosti operatora koor-
dinate i impulsa i oqekivanu vrednox�u sile F = −dV

dx
koja deluje na qesticu u

skalarnom po	u V

m
d

dt
⟨x⟩ = ⟨p⟩, d

dt
⟨p⟩ = −⟨∂V (x)

∂x
⟩. (C.1)

Erenfestov teorem je specijalan sluqaj generalnije relacije koji va�i za bilo koji
kvantno mehaniqki operator

d

dt
⟨A⟩ = 1

i~
⟨[A,H]⟩+ ⟨∂A

∂t
⟩, (C.2)

gde je H Hamiltonijan sistema. Ovaj teorem je dokazao Hajzenberg.

C.1 Izvo�e�e u Xredingerovoj slici

Pretpostavimo da se sistem nalazi u kvantnom sta�u ψ. Vremenski izvod oqekivane
vrednosti operatora A je

d

dt
⟨A⟩ =

d

dt

∫
ψ∗Aψ d3x (C.3)

=

∫
∂ψ∗

∂t
Aψ d3x+

∫
ψ∗∂A

∂t
ψ d3x+

∫
ψ∗A

∂ψ

∂t
d3x

=

∫
∂ψ∗

∂t
Aψ d3x+ ⟨∂A

∂t
⟩+

∫
ψ∗A

∂ψ

∂t
d3x.

Integracija se vrxi u celom prostoru. Ukoliko iskoristimo Xredingerovu jed-
naqinu,

∂ψ

∂t
=

1

i~
Hψ, (C.4)

i �oj konjugovanu jednaqinu
∂ψ∗

∂t
= − 1

i~
ψ∗H, (C.5)
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dobijamo

d

dt
⟨A⟩ = 1

i~

∫
ψ∗(AH −HA)ψ d3x+ ⟨∂A

∂t
⟩ = 1

i~
⟨[A,H]⟩+ ⟨∂A

∂t
⟩. (C.6)

C.1.1 Qestica mase m koja se kre�e u potencijalu

Hamiltonijan qestice je

H =
p2

2m
+ V (x, t). (C.7)

Ukoliko primenimo Erenfestov teorem na na impuls p, dobijamo

d

dt
⟨p⟩ = 1

i~
⟨[p,H]⟩+ ⟨∂p

∂t
⟩ = 1

i~
⟨[p, V (x, t)]⟩, (C.8)

jer impuls komutira sa p2 i nema vremensku zavisnost. Ukoliko p zamenimo sa −i~ d
dx

d

dt
⟨p⟩ =

∫
ψ∗V (x, t)

dψ

dx
dx−

∫
ψ∗ d

dx
(V (x, t)ψ) dx, (C.9)

=

∫
ψ∗V (x, t)

dψ

dx
dx−

∫
ψ∗dV (x, t)

dx
ψ dx−

∫
ψ∗V (x, t)

dψ

dx
dx

= −
∫
ψ∗dV (x, t)

dx
ψ dx = −⟨dV (x, t)

dx
⟩ = ⟨F ⟩.

Za operator x dobijamo

d

dt
⟨x⟩ =

1

i~
⟨[x,H]⟩+ ⟨∂x

∂t
⟩ = 1

i~
⟨[x, p

2

2m
]⟩+ 0 (C.10)

=
1

i~2m
⟨[x, p2]⟩ = 1

i~2m
2i~⟨p⟩ = 1

m
⟨p⟩.

U prethodnoj jednaqini smo iskoristili [x, p2] = 2i~p.

C.2 Izvo�e�e u Hajzenbergovoj slici

U Hajzenbergovoj slici je izvo�e�e trivijalno (ukoliko krenemo od Hajzenbergove
jednaqine kreta�a) i vremenska zavisnost prelazi sa sta�a na operatore. Hajzen-
bergova jednaqina kreta�a je jednaka

d

dt
A(t) =

∂A(t)

∂t
+

1

i~
[A(t), H]. (C.11)

Ukoliko nas zanima sred�a vrednost prethodne jednaqine u sta�u |ψ⟩ dobijamo

⟨ψ| d
dt
A(t)|ψ⟩ = ⟨ψ|∂A(t)

∂t
|ψ⟩+ ⟨ψ| 1

i~
[A(t), H]|ψ⟩. (C.12)

Mo�emo izvu�i iz prvog qlana na desnoj strani d
dt

zato xto sta�a ne zavise od
vremena, qime dobijamo Erenfestov teorem po drugi put.
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